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Introduction 


La geometrie de notre espace pose probleme en physique car il n’en existe pas une description 
unique. Dans l’esprit de la relativite generale, l’espace et le temps torment un objet quadridimen- 
sionel dont la courbure est donnee par la distribution de masse. Quand un objet massif se deplace, 
la courbure change; la geometrie est un objet dynamique. Au contraire la mecanique quantique, et 
plus generalement la theorie quantique des champs, suppose la donnee a priori d’un espace dans 
lequel evoluent des champs. Pour reprendre une image de [58 , la theorie des champs prend l’es- 
pace pour scene, alors qu’en relativite la scene elle-meme participe a l’action. La contradiction est 
d’autant plus flagrante que chacune de ces theories est valide et verifiee avec precision dans son 
domaine d’application : la gravitation pour la relativite ; les interactions electromagnetiques, faibles 
et fortes pour la theorie quantique des champs. Cette double approche de la geometrie n’est pas 
forcement scandaleuse. Rien n’interdit a deux descriptions de cohabiter, tant que la cohabitation est 
harmonieuse. Mais les phenomenes qui relevent a la fois de la mecanique quantique et de la gravita¬ 
tion, comme le tout debut de l’univers dans la theorie du big-bang, ou Peffondrement gravitationel 
d’une etoile passee une certaine echelle, brisent cette harmonie. L’hypothese repandue au jour d’au- 
jourd’hui est, qu’a tout petite echelle, aucune des descriptions geometriques classiques n’est valable. 
La structure geometrique intime de l’espace-temps n’est pas connue. Et la mecanique quantique 
suggere que l’hypothese du continu n’est pas justifiee. On estinre que cette structure intime devrait 
etre visible a des echelles de l’ordre de 10 -33 cm. C’est la longueur de Planck l p = \J~^ obtenue 
par combinaison des constantes fondamentales G (constante de Newton), c (vitesse de la lumiere), 
h (constante de Planck). La geometrie non commutative^, en etendant les concepts geometriques 
usuels de maniere compatible a la fois avec la relativite generale et avec la mecanique quantique, 
propose des outils mathematiques pour apprehender la geometrie a cette echelle. 


Pour l’heure bien entendu, aucune theorie ne decrit l’univers a cet ordre de precision. Parmi les 
candidats au titre de theorie de la gravitation quantique, aucun n’a jusqu’a present franchi avec 
succes le cap de la verification experiment ale. Une approche naturelle consiste a quantifier le champ 
gravitationel comme les autres champs, mais la theorie obtenue est non renormalisable, c’est a dire 
sans interet physique. Neamoins cette optique, amener la relativite a la theorie des champs, reste 
valable et a suscite (et suscite) des travaux considerables qui, dans les raffinements les plus recents, 
aboutissent a la theorie des cordes et la supersymetrie. L’unification est obtenue mais aux prix 
d’hypotheses physiques fortes : l’espace temps est a 11 dimensions et il existe deux fois plus de 
particules que celles connues jusqu’a present (a chaque particule connue correspond un partenaire 
supersymetrique). Pour l’instant, aucune de ces hypotheses n’a ete verifiee. Plutot que de vouloir 
traiter la relativite comme une theorie des champs, une autre approche consiste a ne pas oublier 
l’element essentiel de la relativite, a savoir le caractere dynamique de la geometrie. En clair, il s’agit 
d’affranchir la theorie quantique des champs d’un espace donnee a priori. On parle de theorie des 
champs ’’background independant”, telle que la ’’loop quantum gravity”!!. Malheureusement, pour 
l’instant, cette theorie ne propose pas de tests experimentaux. 


Le probleme recurrent est que la theorie quantique des champs n’est pas parfaitement com- 


5 



6 


INTRODUCTION 


prise. Autant la relativite generate a une interpretation geometrique simple, autant ce que dit la 
mecanique quantique de la geometrie necessite des eclaircissements. Comment definir en effet un 
point de l’espace en mecanique quantique ? Ou plus exactement comment donner une signification 
physique a la notion de point ? Une maniere simple consiste a appeler point l’endroit occupe par 
une particule a un instant donne. Mais a supposer que l’on connaisse avec precision un point, les 
relations d’incertitude de Heisenberg indiquent que Pon ne peut connaitre avec precision la position 
de la particule a un autre instant. Autrement dit, si une particule perrnet de definir un point, elle 
ne perrnet pas d’en definir un autre. Bien sur, on peut considerer plusieurs particules au rnerne 
instant dont on connait les positions avec precision, et on definit ainsi plusieurs points. Mais pour 
savoir comment ces points s’arrangent les uns par rapport aux autres, pour faire la geometrie, il 
faut pouvoir mesurer des distances. Pour ce faire, il faut qu’un rnerne objet, par exemple Pune des 
particules, occupe a un instant donne le point a, et a un autre instant le point b. Connaissant sa 
vitesse, on rnesure son temps de vol et Pon en deduit la distance. Mais plus on saura avec precision 
que la particule occupe le point a a Pinstant t, rnoins on pourra etre sur qu’elle occupe le point 
b a Pinstant suivant. La solution suggeree par la mecanique quantique est de raisonner sur des 
valeurs moyennes. Le point est defini comme la valeur moyenne a un instant donne de Pobservable 
position appliquee sur l’etat representant la particule. En adoptant cette definition, on opere un 
changement de point de vue important : le point n’est plus defini en tant qu’objet abstrait de la 
geometrie (tel qu’on Papprend a l’ecole : ”un point n’a pas d’epaisseur, une ligne est un ensemble 
infini de points”), c’est un objet algebrique, la valeur moyenne d’un operateur sur un etat. 

Or les mathematiciens savent traduire en langage algebrique les proprietes geometriques d’un 
espace. Plus precisement, les proprietes geometriques (essentiellement la topologie, la rnesure et 
la metrique) d’un espace ont une traduction algebrique dans l’ensemble des fonctions, a valeur 
complexe, definies sur cet espace. Par exemple, la distance entre deux points x, y est la longueur 
du plus court chemin reliant x a y. Mais c’est aussi le supremum, parmi toutes les fonctions dont 
la derivee (en valeur absolue) est toujours inferieure a 1 , du module de la difference /(x) — f{y). 
Ceci se verifie sans difhculte sur un exemple simple. Choisissons comme espace la droite reelle. La 
fonction / definie sur R par f(x) = x a une derivee constante f'{x) = 1, et on a bien \f(x) — f(y)\ = 
\x — y\ = distance(x, y ). Si une fonction g est telle que | g(x) — g(y)\ > \x — y\, alors par le theoreme 
de la valeur intermediaire il existe necessairement un reel c G [x,y\ tel que |</(c)| = > 1. 

On voit ainsi que les deux definitions de la distance, l’une comme plus court chemin, l’autre comme 
supremum d’une difference d’observables, coincident. 

Cet exemple elementaire illustre comment faire de la geometrie de maniere algebrique. Ainsi 
qu’on le rappelle longuement dans le premier chapitre, la geometrie au sens usuel est commutative, 
c’est a dire que son expression algebrique a pour cadre la theorie des algebres commutatives. L’idee 
est que la geometrie ayant pour cadre les algebres non commutatives (dont le principal artisan 
est le mathematicien A. CorinesE!) perrnet d’acceder aux espaces dans lesquels des phenomenes 
physiques trouvent une interpretation geometrique qu’ils n’avaient pas jusque la. Par exemple le 
champ de Higgs (cf. chapitre 4) apparait comme le coefficient d’une metrique dans une dimension 
supplementaire, discrete, qui rend compte des degres de liberte internes (spin ou isospin) d’une 
particule. Plus generalement, l’espoir est que si cette interpretation geometrique est suffisamment 
riche, elle pourrait ouvrir la voie a une unification, via la geometrie, de la relativite generale et de 
la theorie quantique des champs. 

Une algebre est un ensemble muni d’une loi d’addition et de multiplication par un scalaire, sur 
lequel est defini en outre une multiplication. Dans l’ensemble des fonctions a valeur complexe sur 
un espace, ces lois sont definies point par point. Pour la multiplication par exemple, si / et g sont 
deux fonctions sur un espace X, alors 


(f-g){x) = f(x).g(x) = g(x).f{x) = (g.f)(x). 
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Parce que le produit de deux nombres complexes est commutatif, le produit de deux fonctions est 
commutatif, c’est a dire que l’algebre des fonctions sur un espace est commutative. Inversement, 
etant donnee une algebre commutative A., on sait construire (construction de Gelfand-Naimark- 
Segal) un espace M tel que A soit l’algebre des fonctions (continues) sur M. Ainsi il est equivalent 
de se donner un espace ou une algebre commutative : les proprietes geometriques d’un espace ont 
une traduction dans l’algebre des fonctions sur cet espace, et inversement les proprietes algebriques 
d’une algebre commutative ont une traduction dans l’espace associe par la construction GNS : 

espace algebre commutative. 

La question naturelle est 

? algebre non commutative. 

Naturellement, on ne saurait construire un espace tel qu’une algebre non commutative soit son 
algebre de fonctions, puisque l’algebre des fonctions sur un espace est necessairement commutative. 
La geometrie non commutative est une adaptation du dictionnaire qui permet de passer ’’d’algebre 
commutative” a ’’espace” en remplacant, partout oil il y a lieu, le mot commutatif par non com¬ 
mutatif. Evidemment les choses ne sont pas si simples. Abandonner la commutativite implique de 
profonds changements dans les definitions du dictionnaire, et requiert merne la creation de notions 
nouvelles. Ce sont d’ailleurs les plus interessantes parce qu’elles traduisent des effets qui n’ont pas 
d’equivalent dans le langage commutatif. 


La definition de cet ’’espace non commutatif’ est l’objet du chapitre 1. L’accent est mis sur 
l’aspect metrique de ces espaces, a travers la formule definissant la distance d entre deux etats r, 
t' (les definitions sont discutees longuement dans le premier chapitre) d’une algebre A, 

d(r, t') = sup {|r(a) - r'(a)| / \\[D,a\\\ < l} 


ou D est Toperateur de Dirac agissant sur un espace de Hilbert support d’une representation de 
l’algebre. Des proprietes generates de cette formule sont raises en evidence, ainsi que d’importantes 
simplifications quand A est une algebre de von Neumann, en particulier l’invariance de la distance 
par projection (proposition 1.30Q . 

Dans le deuxieme chapitre, la formule de la distance est etudiee pour des algebres de dimension 
finie. On trouve que le cas le plus simple, A = C n representee sur 7i = C n , n’est plus resoluble 
explicitement des n = 4. Deux cas particuliers de geometrie avec A = C n - n quelconque - sont 
etudies, ainsi que exemples avec des algebres de matrices. Le cas M 2 (C) permet notamment de 
munir la sphere S 2 d’une metrique. 

Dans le troisieme chapitre, on etudie la distance pour des geometries obtenues par produit de 
l’espace-temps riemannien avec une geometrie discrete. Des conditions sont etablies garantissant 
que l’espace discret soit orthogonal, au sens du theoreme de Pythagore, a l’espace continu. On 
obtient ainsi une description complete de la metrique pour un exemple de base de la geometrie non 
commutative, le modele a deux couches. On rnontre egalement en toute generality que la metrique 
d’une geometrie n’est pas perturbee quand on realise son produit avec une autre geometrie. 

Le dernier chapitre etudie revolution de la metrique lorsque la geometrie est perturbee par des 
champs de jauge. En se limitant a la partie scalaire de ces champs, on calcule les distances dans 
la geometrie du modele standard. Il apparait alors que le champ de Higgs est le coefficient d’une 
metrique riemannienne dans un espace de dimension 4 (continues) +1 (discrete). 

L’appendice contient des resultats techniques intermediaires, isoles ahn de ne pas alourdir le 
corps du texte. 


On emploie la convention d’Einstein de sommation sur des indices repetes, uniquement en 
position alternee (haut-bas). 
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INTRODUCTION 



Chapitre 1 

Espace non commutatif 


Avant de preciser ce qu’est un espace non commutatif, il n’est pas inutile de rappeler en quoi 
un espace geometrique, au sens usuel, est un espace commutatif. C’est uue bonne maniere de 
presenter des resultats fondamentaux conime le theoreme de Gelfand ou la construction GNS et 
d’introduire definitions et proprietes dont nous ferons un usage intensif par la suite. On trouvera 
les demonstrations dans des traites d’algebres d’operateurs tels que 
traitement plus oriente vers la geometrie non commutative. 

I Topologie de l’espace non commutatif 

1.1 Espace commutatif 

Au sens le plus elementaire, faire de la geometrie c’est etre capable de determiner si deux 
elements sont voisins l’un de l’autre. C’est en effet sous cette condition qu’un ensemble prend le 
nom d’espace. Mathematiquement, il s’agit de munir un ensemble X d’une topologie, c’est a dire 
de definir la notion de sous-ensemble ouvert (d’ou celle de fonction continue). Quand la topologie 
est suffisamment fine pour distinguer les points, X est dit separe (ou Hausdorff). X est compact 

OO 

signifie que de tout recouvrement infini d’ouverts Ui - [jUi = X- on peut extraire un recouvrement 

i= 1 

fini. On observe alors que l’ensemble C(X) des fonctions a valeur complexe continues sur X est 
une algebre complexe commutative qui, en tant qu’espace vectoriel, est complete pour la metrique 
induite par la norme 


[35,^5,47] ou dans [30| pour un 


ll/ll = sup|/(x)| (1.1) 

xex 

(C(X) est un espace de Banach). En tant qu’algebre C(X) est munie d’une involution * naturelle 
heritee de la conjugaison complexe ainsi que d’une unite (la fonction constante 1). La norme verifie 


\\fg\\ < ll/ll I Is 


( C(X ) une algebre de Banach) ainsi que 


ii/ii 2 = n/rii (i.2) 

(■ C(X) est une C*-algebre). A tout espace topologique compact se trouve done associee de maniere 
canonique une G^-algebre complexe commutative avec unite. Lorsque X est seulement localement 
compact (tout point possede un voisinage compact), l’ensemble des fonctions continues est trop 
grand pour permettre de retrouver l’information topologique de l’espace. On lui prefere la C*- 
algebre (sans unite) Cq(X) des fonctions continues s’annulant a l’infini. 
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CHAPITRE 1. ESP ACE NON COMMUTATIF 


Reciproquement, a toute C*-algebre complexe A commutative correspond l’espace localement 
compact (pour la topologie *faible, cf. paragraphe I.|L3]) K(A) des caracteres de A. Un caractere 
est un homomorphisme d’algebre (necessairement surjectif) 


H : A —> C. 

Soulignons plusieurs proprietes (L3|,1.4 JL6,L?|) des caracteres, simples mais essentielles en ceci 
qu’elles constituent le pivot de la generalisation au cas non commutatif. Tout d’abord lorsque A 
possede une unite I, /i(I) = ^(I) 2 d’ou 


M(I) = 1- (1-3) 

II s’en suit qu’un element inversible ne peut avoir pour image zero; done a — fi(a )I n’est pas 
inversible. Autrement dit, pour tout caractere /r et tout a de A, 


fi(a) E sp(o) 


(1.4) 


ou sp(a), le spectre de a, est l’ensemble des valeurs A telles que a — XI n’est pas inversible. Ensuite, 
sachant que pour tout element a d’une (7*-algebre complexe 


sup |A| < ||a|| , (1.5) 

A e sp(a) 


Pegalite etant atteinte pour les elements normaux (a*a = aa*), on observe que 

M«)l 


= sup- 
aeA ll a l 


= 1. 


( 1 . 6 ) 


Enfin, on montre qu’un caractere evalue sur un element autoadjoint a valeur dans M. En decomposant 
tout a en elements autoadjoints, a = a\ + ia 2 avec a\ = |(a* + a) et 02 = | (a* — a), il apparait 
qu’un caractere preserve l’involution 


/x(a*) = fi{a\ — m2) = M°i) _ ^(0,2) = a). 


(1.7) 


Une forme lineaire de ce type est dite involutive. 

A l’aide de ces proprietes, on etablit (theoreme de Gelfand) que la transformation qui a tout 
a £ A associe l’application a E Co(K(A)), 

a(fi) = /i(a), 

est un *isomorphisme isometrique (i.e. preservant l’involution et la norme) de A dans Cq(K(A)). 
Lorsque A est munie d’une unite, K(A) est compact et A est *isomorphe a l’ensemble des fonctions 
continues sur K(A). Quand une algebre n’a pas d’unite, on peut toujours lui en adjoindre une en 
considerant l’algebre augmentee. On suppose done dorenavant, sauf mention contraire, que 
les algebres ont une unite I. Avec cette convention, le theoreme de Gelfand signifie que toute 
C*-algebre complexe commutative peut-etre vue comme l’algebre des fonctions continues sur son 
espace des caracteres. 


Ainsi a toute CT-algebre complexe commutative A est associe un espace compact K(A), tandis 
qu’a tout espace compact X est associe une *algebre commutative C[X ). Le theoreme de Gelfand 
assure que 

A —> K(A) —> C(K(A )) ~ A. 

A l’inverse on montre que l’espace des caracteres de C(X ) n’est autre que X, 

X —♦ C(X) —♦ K[C{X)) ~ X. 

Dans un langage plus rigoureux^, la categorie des C*-algebres commutatives complexes avec unite 
est equivalente a la categorie (opposee) des espaces compacts. Sans entrer dans le detail du langage 
des categories, soulignons l’importante consequence de cette equivalence : 
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Proposition 1.1. Deux C*-algebre complexes commutatives sont isomorphes si et seulement si 
leurs espaces de caracteres sont homeomorphes. 

De maniere plus generale, toute l’information topologique d’un espace compact est contenue 
dans C(X). Soulignons que ceci reste vraie pour l’algebre des fonctions lisses C°° (M) sur une 
variete compacte M : bien que C°° (M) ne soit pas uue C*-algebre mais seulement une sous- 
algebre dense de C(M), tout caractere de C°° (M) s’identifie a un point de M. Deux points de 
vue sont possibles; classiquement on prend les points x conmie objet premier et on interprete les 
resultats de P experience conmre des evaluations d’observables sur ces points, ou bien on considere les 
observables / comme premieres et les points sont, par definition, les objets evaluant les observables. 
Quand l’espace peut etre rnunie d’une topologie, c’est a dire quand les observables (vues comme 
fonctions continues) commutent, ces deux points de vue sont equivalents, 

*(/) = /(®), 

et les points sont les caracteres de l’algebre des observables. Mais en mecanique quantique la 
partie droite de l’equation, revaluation d’une observable en un point, est mal definie. En revanche 
l’ensemble des observables est bien defini et c’est une algebre non commutative. Pour donner sens 
a la partie gauche de l’equation, il suffit de trouver l’objet equivalent au caractere pour une algebre 
non commutative. 


1.2 Construction GNS 

Lorsque A est une C*-algebre complexe non commutative, ses caracteres ne ferment pas un 
ensemble localement compact. Ils ne sont d’ailleurs pas interessants en regard de la non commuta- 
tivite puisqu’un caractere, par nature, identifie ab a ba ( ab—ba a pour image zero). Neanunoins, a la 
lumiere du theoreme de Gelfand, les C*-algebres non commutatives sont le candidat ideal pour jouer 
le role d’algebre des fonctions d’un ’’espace non commutatif’. En tant qu’ensemble, cet espace est 
compose des formes lineaires sur l’algebre qui verifient les proprietes des caracteres, exceptees celles 
ayant trait a la commutativite (a savoir la multiplicativite : p(ab) = fi(a)/a(b) = n(b)n(a) = /x(ba)). 

Definition 1.2. Un etat sur une C*-algebre complexe est une forme C-lineaire positive de norme 1. 


S(A) designe Pensemble des etats de l’algebre A. 

On rappelle qu’un element a est positif s’il est autoadjoint et sp(a) C [0,+oo[ ou, de maniere 
equivalente, s’il existe un element b tel que a = b*b. L’ensemble des elements positifs est note 
et une forme lineaire r est positive si t(A + ) = C + = M + . On rnontre 35, Th. 4.3.2} qu’une forme 
lineaire r sur une algebre de Banach avec unite est positive si, et seulement si, elle est bornee et 
||t|| = t(I). Par consequent un etat se definit de maniere equivalente comme une forme C-lineaire 
positive satisfaisant 


r(I) = 1, (1.8) 

ou encore comme une forme C-lineaire bornee telle que 

||t|| = r(I) = 1. (1.9) 

La positivite est une condition necessaire mais non suffisante pour garantir l’involutivite. Cependant 
quand Palgebre a une unite la positivite implique |65], Lem. 9.11], et done equivaut a, 


r(o*) = r(o). 


(1.10) 
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CHAPITRE 1. ESP ACE NON COMMUTATIF 


Prop. 4-3.3} que 


La propriete ( |1.4| ) n’est pas verifiee pour les etats. A la place il apparait 
pour tout A G sp(a), il existe un etat t tel que r(a) = A. Avec (L5), il vient pour tout element 
normal a 


||a|| = sup |r(a)|. (1-11) 

t£S(A) 

Lorsque A n’est pas commutative, la transformation de Gelfand (vue comrne une application de 
A dans les fonctions sur 5(Al)) n’est pas une isometrie, sauf pour les elements normaux dans la 
rnesure ou 

||a|| = sup |r(o)| = \\a\\ . 
t£S(A) 

L’espace des etats est convexe. Les points extremaux, c’est a dire les etats r pour lesquels il 
n’existe pas d’etats T\ .t^^t et de nombre t 6 [0,1] tels que r = tr\ + (1 — f)r 2 , sont appeles etats 
purs. Dans le cas commutatif, les caracteres s’identifient aux etats purs. Par analogie ce sont les 
etats purs de A, note P(A), qui tiennent lieu de ’’points” pour l’espace non commutatif. Il s’agit 
d’une analogie, non d’une definition stricte. Pour certains resultats, on sera arnene en prendre en 
cornpte des etats non purs. 

Les etats de A constituent le socle de l’espace non commutatif en ceci aussi qu’ils garantissent, 
par la construction GNS (Gelfand-Naimark-Segal), de pouvoir travailler concretement avec A vue 
comrne sous algebre de Palgebre des operateurs bornes sur l’espace de Hilbert 

h t = a/n;, 

ou la barre sur A/N T signifie la completion au sens de la norme deduite du produit scalaire et 

N r = {aeA /r{a*a) = 0} (1.12) 

est un ideal a gauche de A appele noyau gauche de r. Les vecteurs de EL T sont notes a = a + N T , 
et le produit scalaire est 

(a,b) = r(a*b). 

L’*homomorphisme de C*-algebre ir T associe a tout a e A l’operateur borne 

7r r (a) : b ab. 


On note £ r = I de sorte que 


(?r,vr r (a)^ T ) = r(a). 


(1.13) 


Par definition, un *homorphisme d’une CP-algebre A dans l’ensemble B(7i) des operateurs 
bornes sur un espace de Hilbert H est une representation de A sur EL. tt t est appelee la representation 
cyclique induite par r car £ r est un vecteur cyclique (-7r T (Al)^ r = A/N T ). Une representation it sur 
H est dite irreductible si les seuls sous-espaces de EL invariants sous Faction de tt(A) sont 0 et EL 
lui-meme. On montre que 7r r est irreductible si et seulement si t est un etat pur. Pour tout etat r, 
la representation GNS ne preserve a priori pas la norme. On a simplement 


|vr T (a)|| = sup 
ben T 


||7r r (a)6|| 2 r(b*a*ab ) 2 

- k — = sup-——— < a 

||6|| 2 b&A r{b*b) 


car la positivite de r implique r(b*a*ab) < ||a*a|| r(b*b ) p. 


(1.14) 

. Neammoins pour un a donne, 


il existe au moins une representation GNS isometrique. En effet, d’apres (1.11) il existe un etat r a 
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tel que |r a (a*o)| = \\a ||\ Avec ( 1.13j ), on obtient ||vr To (a)^ Ta || = 
(p|), l’inegalite ( |1.14| ) devient 

lkr a (a)|| = ||a|| . 


Comme ||£ Tq || = r a (I) = 1 par 


En prenant la somme directe des ir Ta lorsque a parcourt A on definit une representation isometrique 
vr de A. d’ou le theoreme de Gelfand-Naimark : 

Theoreme 1.3. Toute C*-algebre complexe a une representation isometrique en tant que sous- 
algebre de Valgebre B(TL) des operateurs homes sur un espace de Hilbert. 


Ti est appele le support de la representation. Souvent on travaille avec Palgebre representee plutot 
qu’avec Palgebre definie abstraitement et on omet le symbole n quand il n’y a pas d’ambiguite. 
Terminons ce rapide survol par une remarque simple mais utile des la section suivante : 

ker 7 r T C N r C ker r. (1.15) 


Pour montrer la seconde inclusion, il faut savoir que le noyau gauche est defini de maniere equivalente 


a (|l,12|) pail 


N T = {a G A / r(b*a) = 0, Mb G A} (1.16) 

de sorte que a G N r implique r(Ia) = 0. La premiere inclusion est immediate car 7r r (a) = 0 signifie 
que al = a = 0. Une representation 7r est dite fidele lorsque ker 7r = 0. Un etat t est fidele quand 
N t = 0. La representation GNS associee a un etat fidele est done fidele. 

1.3 Etat pur et projecteur 

A tout vecteur normalise £ d’un espace de Hilbert H est associe de maniere naturelle un pro¬ 
jecteur orthogonal S G B(7i) ( S* = S = S 2 ) de rang 1 defini par 

SC = (£,CK 

pour tout vecteur £ de 7 i. En particulier a tout etat r correspond un projecteur (dorenavant on 
sous entend orthogonal) S T G B(7i T ) de rang 1 tel que 

S T ir T (a)S T ( = (£r,vr T (a)£ r )(£ r ,C)£r = t(o)S t £, 


e’est a dire 


S T 7r T (a)S T = r(a)S T . 


(1.17) 


Malheureusement comme 7r T n’est pas surjective, S T n’est pas forcement l’image d’un element de A ; 
or dans les calculs de distance des sections suivantes, Pappartenance du projecteur a l’algebre est 
un element simplificateur extremement utile. C’est pourquoi il est important de savoir dans quels 
cas tout ou partie de l’espace des etats est en correspondance avec des projecteurs de Palgebre. 
Cette question trouve une reponse dans la theorie des algebres de von Neumann. On commence 


par rappeler, sans preuve, les points principaux de cette theorie qui permettent d’ecrire ( 1.17 ) au 
niveau de Palgebre sans reference a une representation. Ce sont des resultats classiques qu’on trouve 
en particulier, outre les ouvrages deja citees, dans (60] . Pour les notions de topologie plus generales 


on renvoie a 


L’espace vectoriel B(X, C) des application lineaires bornees a valeur complexe sur un espace de 
Banach X est lui merne un espace de Banach pour la norme d’operateur 0). Cet espace note X* 
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est appele espace dual de X. Lorsque l’espace de Banach est une (7*-algebre A, ses etats sont des 
formes lineaires bornees done 

S(A) C A*. 

Lorsqu’un espace de Banach X est le dual d’un autre espace de Banach Y, alors Y est appele 
predual de X et Ton note Y = X*. Quand X est egalement un espace de Hilbert (i.e. sa norrne 
provient d’un produit interne), alors X* s’identifie a X par le theoreme de Riesz de sorte qu’un 
espace de Hilbert est son propre (pre)dual. Mais de fagon generale un espace de Banach n’a pas 
forcement de predual. 

Definition 1.4. Une C*-algebre A complexe est appelee W*-algebre lorsque A est le dual d’un 
espace de Banach. 


II apparait alors |6C, Cor. 1.13.3] qu’il n’y a qu’un seul predual A*, appele le predual de A. 

A est munie naturellement de la topologie uniforme definie par la norme (les ouverts sont les 
boules ouvertes). De meme que la transformation de Gelfand est un *isomorphisme isometrique 
entre une (7*-algebre complexe commutative et l’algebre des fonctions continues sur ses caracteres, 
en tant qu’espace de Banach A est isometriquement homeomorphe a un sous-espace de son double 
dual A** par la correspondance 


a £ A *—> a £ A** : a(f) = f(a) pour tout / de A*. 
Appliquee au predual, ceci implique que 


A * c A*. 

On definit sur A la topologie faible cr(A,A*) comme la topologie la plus faible pour laquelle 
tout element de .4* est continu. On rappelle qu’une topologie Tf est plus faible qu’une topologie 
T 2 lorsque tout ensemble ouvert au sens de Tf est egalement ouvert au sens de Ti- Comme A* est 
par definition l’ensemble des formes lineaires bornees sur A, et que tout forme lineaire bornee est 
continue pour la topologie uniforme, la topologie faible est plus faible que la topologie uniforme. 
En tant que dual de A*, une PU*-algebre A est egalement munie de la topologie *faible cr(A, A*) 
definie comme la plus faible topologie pour laquelle tout element x de A *, vu comme forme lineaire 
bornee x sur A. est continu. A noter que e’est au sens de cette topologie *faible que l’espace des 
caracteres de A. vu comme sous ensemble du dual de A, est compact. 

Une propriete importante des topologies a stipule que pour un espace de Banach X et un 
ensemble Y de formes lineaires sur X , alors l’ensemble des formes a(X, U)-continues sur X est 
precisement Y. En clair A * est l'ensemble des formes lineaires bornees *faiblement continues sur 
A. De telles formes sont dites normales et on montre [^, Lem. III.3.6] qu’a toute forme normale 
positive non nulle </> correspond un unique projecteur non nul s^ G A , appele support de cj), tel que 
(f) est hdele sur s^As^ et 4> = 0(s<^.) = 0(.s^) = L’ensemble des etats normaux est 

5(A)* = 5(A) n A*. 

Pour determiner si un etat est normal, il est utile de savoir qu’une forme lineaire bornee cj) est 
normale si et seulement si 



pour toute famille {ei}i £ j de projecteurs de A orthogonaux deux a deux, I C N. Une telle famille 
est lineairement independante de sorte que si A est de dimension finie, I est de cardinality finie et la 
propriete est verifiee par linearite. En d’autres termes tous les etats d’une lU*-algebre de dimension 
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finie sont normaux. D’apres (1.15) la representation GNS associee a un etat fidele est fidele si bien 
que le support s T d’un etat normal verifie 


r(s T as T ) = r(as T ) = T(s r a) = r(a) pour tout a € A, 
7r r est injective sur s T As T . 


(1.18) 

(1.19) 


Les projecteurs sont des elements positifs et l’ensemble des projecteurs d’une PU*-algebre est 
munie de la relation d’ordre q < p p—q E A + . Le support peut-etre vu conime le complementaire 
orthogonal de la plus grande projection p annulant r, s T = 1 — p, et on a [50, Def. 1.14-2] 

N r = A(I- s T ). (1.20) 


A noter que deux etats de support identique, bien qu’ayant le meme noyau gauche, ne sont pas 
necessairement egaux. 

Grace a ( 1. 20|) il est clair que dans H r 


$T f £,T 1 

On serait tente d’identifier 7r r (s r ) an projecteur S T de l’equation (|1,17| ). C’est vrai lorsque l’etat est 
pur. Si r n’est pas pur, ir T n’est pas irreductible et tout projecteur de rang 1 n’est pas representation 
d’un element de l’algebre. Pour etablir la correspondance etat pur- projecteur de rang 1, on a besoin 
de quelques elements de la theorie des representations des IU*-algebres (theorie des algebres de von 
Neumann). 


Par definition une bP*-algebre est complete pour la norme, done fermee pour la topologie uni¬ 
forme. En revanche elle n’est pas necessairement fermee pour la topologie *faible. Cependant toute 
VU*-algebre est isometriquement *isomorphe a une algebre *faiblement fermee. Avant de preciser 
ce resultat, soulignons que l’ensemble B(7i) des operateurs bornes sur un espace de Hilbert est 
une TE*-algebre. De meme toute sous-algebre de B(7i) autoadjointe (i.e. stable sous l’involution), 
munie d’une unite et fermee pour la topologie *faible est une hP*-algebre, appelee algebre de von 
Neumann. 

Un lU*-hornomorphisme entre deux hE*-algebres est par definition un *homomorphisme con- 
tinu pour les topologies *faibles. Une VU*-representation sur H d’une lU*-algebre A est un W*- 
homomorphisme de A dans B(7i). Comme l’image de A par un !U*-homoniorphisme est *faiblement 
fermee (6^, Prop. 1.16.2], toute TU*-representation de A sur H est une algebre de von Neumann. Si 
r est un etat normal, la representation GNS vr T est une TU*-representation. La somrne directe des 
ir T pour r E <S(^4)* est une W* -representation fidele. Comme tout *isomorphisme de C*-algebres 
est isometrique [^, Thm. 4-1-8], il apparait que toute W* algebre admet une W* -representation 
isometrique en tant qu’algebre de von Neumann. Ce resultat constitue une version ’’pour W* — 
algebres” du theoreme de Gelfand-Naimark. 

En notant V(A )* = V(A) n A* l’ensemble des etats purs normaux, on montre alors que : 
Lemme 1.5. Soient lo E V(A)* de support s^, et S u le projecteur de rang 1 sur . Alors 

^"oj('Saj) — S u . 


Preuve. On rappelle que le commutant B' d’une sous-algebre B d e B(7i) est l’ensemble des elements 
de B{H) commutant avec tous les elements de B. Le double commutant B” est le commutant du 
commutant. Puisque u> est pur est une representation irreductible done [47, Thm. 4-1-12] 


nUA)” = B(H U ). 

Puisque u est normal, tt^(A) est une algebre de von Neumann et, theoreme du bicommutant, 

Ku{A) = 7 Tu{A)". 










16 


CHAPITRE 1. ESP ACE NON COMMUTATIF 


Ainsi 7 r w est surjective sur B(7i LJ ). Soit {s,} l’ensemble des images inverses de S u par ir u . Comme 

= {Cuii = 1 > 

I — Si G N u done, d’apres la remarque precedent l’equation ( 1.20 ), I — s, < I — d’ou s w < s* 
et tt u (s u ) < S u . Le sous-espace de TL invariant par s u , inclus dans £ w selon |35|, Prop. 2.5.2], ne 
peut-etre que £ w ou 0. Comme 77 ( 5 ^) n’est pas nul d’apres (1.19), tt ui (s w ) = S u . ■ 


Pour les calculs de distance a venir, on utilisera le corollaire suivant qui prouve egalement que deux 
etats purs normaux de meme support sont identiques. 

Corollaire 1.6. Soit s u le support d’un etat pur normal lo d’une W*-algebre A, alors pour tout 
a € A 




( 1 . 21 ) 


Preuve. La preuve est immediate par application du lemme [L5|sur (|1.17[) , en se souvenant que 
est injective sur Palgebre s^As^ dont s^as^ — Lo(a)s u est element. ■ 


L’equation (|l.2l| ) est bien l’equivalent de (|1.17|) au niveau de Palgebre, independamment d’un 
choix de representation. Pour que ceci ait un sens il faut bien entendu que V(A)* ne soit pas vide. 
II apparait qu’une PL*-algebre A (sur un espace de Hilbert separable) a des etats purs normaux des 
lors que sa decomposition integrale relativement a son centre contient un facteur de type I. Pour les 
exemples physiques des chapitres suivants, il n’est pas necessaire d’aller si loin dans la classification 
des algebres de von Neumann. Le rnodele standard met en jeu des algebres de dimension finie pour 
lesquelles on sait que V(A )* = V(A). 


En notation de Dirac, le corollaire 1.6 ne dit rien d’autre que 


l?X?M?)<?l= GMOIOKI- 


( 1 . 22 ) 


Pour passer de ( 1.21 ) a ( 1.22 ), il faut associer un vecteur £ au support s w , e’est a dire representer le 
support comme projecteur sur un espace de Hilbert. Le choix naturel est la representation GNS ir^ 
qui donne £ = £ w . Lorsque plusieurs etats sont en jeu, chacune des representations GNS est legitime 
et il est important de connaitre l’image, par la representation GNS liee a un etat, du support d’un 
autre etat. 

Lemme 1.7. Soient s i, S 2 les supports deui\, u -2 G V(A)* et { 772 , 162 } les representations 

GNS associees. Alors soit ( 52 ) = ^(s 1 ) = 0, soit 771 ( 52 ) et 772 ( 51 ) sont des projecteurs de rang 1. 


Preuve. Puisque 772 est un *homomorphisme, 772 ( 51 ) est un projecteur. S’il est non nul, il existe au 
moins un vecteur norme £ G TL 2 tel que 


7T2(si)£ = £• 


(1.23) 


Comme 772 est irreductible, £ est cyclique [^, Th. 5.1.5] et dehnit un etat 

^d a ) = (?) ^ 2 ( 0 )?). 


(1.24) 


Get etat est pur [ibid. Thm. 5.1.7] et 772 est unitairement equivalente a la representation GNS 77g 
associee a ui^. Par (|1.24| ) et ( |1.23| ) w^(si) = (£,£) = 1, si bien qu’en utilisant ( 1.21 ) 


o;^(siosi) = wi(a)u;^(si) = cui(a). 
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D’autre part comme s* = si, 

u^(siasi) = (7r 2 (si)^7r2(a)7r 2 (si)0 = (€,Tr 2 (a)g) = w ? (a). 

Autrement dit = uq, done tt\ = n £ qui est unitairement equivalente a 7r 2 . Le rang d’un operateur 
est invariant par transformation unitaire et 7Ti(si) est de rang 1, done 7r 2 (si) est de rang 1. Ainsi 
7 t 2 (si) est soit nul soit de rang 1. 

Si 7r 2 (si) est non nul, alors 7 t 2 est equivalente a tt\ done 7 Ti(s 2 ) est de rang 1. En permutant 
les indices on montre de la rnerne maniere que si 7 Ti(s 2 ) est non nul, alors vr 2 (si) est de rang 1. 
Autrement dit si vr 2 (si) = 0 implique 7 Ti(s 2 ) = 0. On montre similairement l’equivalence dans 
l’autre sens, d’ou le resultat. ■ 


Au rnerne titre que ( 1.22 ), la relation pour deux vecteurs normes distincts £ et ( 

I0<CM0(CI= (CMOKXCI 


(1.25) 


adrnet une ecriture au niveau de l’algebre. Pour la determiner, il convient associer un element 
de l’algebre a tout couple d’etats purs normaux u \, w 2 . Notons d’abord les equivalences simples 
suivantes : 

Lemme 1.8. uq(s 2 ) = 0 •<=>• s 2 si = 0 sis 2 = 0 -<=>- w 2 (si) = 0. 


Preuve. L’equivalence centrale est obtenu grace a l’involution. Que SiSj = 0 entraine LOj(si) = 0 
vient de ( 1.21 ) (en remarquant bien entendu que Sj n’est pas nul sinon Uj = 0). De meme coj(si) = 0 
signifie que SjSiSj = 0, soit encore ( SiSj)*SiSj = 0 d’ou, en prenant la norrne, s^sj = 0. ■ 


Ceci permet d’ecrire (1.25) dans l’algebre, malheureusement de maniere non univoque. 

Lemme 1.9. Soient uq,a; 2 E P(A)*, si,s 2 leurs supports et vri la representation GNS associee a 
ui\. Alors il existe une forme lineaire uq 2 sur A et un element si 2 de Valgebre tels que pour tout 
a E A 


s\as2 


ou, k a est dans le noyau de tt\. 


un(a)si2 + k a si7Ti(s 2 )^0, 

k a sini(s 2 ) = 0, 


Preuve. Si 7Ti(s 2 ) = 0, alors sias 2 E ker -k\. Si 7Ti(s 2 ) est non nul, e’est un projecteur de rang 1 
selon le lemme El et on note £ 2 E 7i\ son vecteur propre norme (defini a une phase pres). On pose 
= I. Alors 

7 ri(sias 2 ) = uj 12 (a)S l2 

ou wi 2 (a) = 7Ti(a)£ 2 ) et S12 E B(7i\) est l’operateur tel que 

<512C = (6, Oil 

pour tout ( E 7i\. Comme 7Ti est irreductible et ni(A) est une algebre de von Neumann, tt\{A) = 
si bien qu’il existe au moms un element si 2 E 7r(" 1 (5i 2 ). Ainsi sias 2 — cui 2 (a)si 2 E ker tt\. ■ 


si 2 est defini independamment de a mais pas k a . Ce lemme est rnoins precis que le corollaire 1.6 
rnais l’ambiguite ’’modulo un element du noyau” est levee si 7Ti est fidele, ce qui est le cas quand 
eo\ est fidele. Requerir d’un etat qu’il soit pur, normal et fidele reduit dangereusement le champ 
d’investigation. La encore la difficulte n’apparait pas dans les exemples physiques puisqu’ils font 
intervenir des algebres de matrices pour lesquelles toute representation irreductible est fidele. A 
noter que lorsque sis 2 / 0, 

SlS 2 


(6)6) 


Sl2 = 
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1.4 (7*-algebre reelle 

Le plus souvent les C*-algebres sont prises sur le corps des complexes et tous les resultats ci- 
dessus sont vrais sous cette hypothese. Si C peut-etre vue comme une algebre complexe ou reelle, 
l’algebre des quaternions H qui apparait dans la description non commutative du modele standard 
est une algebre sur R mais pas sur C. II est done important de connaitre les proprietes du cas 
complexe qui restent vraies dans le cas reel. La plupart des definitions ont une traduction simple. 
Ainsi une C*-algebre reelle A est une *-algebre normee complete satisfaisant 


|a6|| < 


a a = a 


amsi que 


1 + a*a est inversible pour tout a. 


Cette condition supplementaire, qui dans le cas complexe est une consequence de la definition, doit 
ici etre imposee a la main. Elle est importante puisqu’elle interdit par exemple de voir C muni de 
l’involution identite (o* = a pour tout a) comme une C*-algebre reelle (puisqu’alors 1 + i*i = 0). 

A priori un etat d’une algebre reelle devrait etre une forme positive R-lineaire a valeur dans R 
de norme 1. Ce n’est toutefois pas la definition consacree [28. p. 44]- 

Definition 1.10. Un etat reel r sur une C*-algebre reelle est une forme positive , R -lineaire, a 
valeur dans R telle que 

t(I) = 1 et r(a*) = r(a). 

Cette definition est analogue a o, si ce n’est qu’elle inclut l’involutivite ( |1.10| ) alors que e’etait 
une consequence de la positivite dans le cas complexe. Par exemple l’application x + iy i—> x + y 
est une forme R-lineaire sur C, positive, envoyant 1 sur 1 mais elle n’est pas involutive. A noter 
[ibid, p. 51] qu’une forme R-lineaire r telle que r(I) = 1 est un etat si et seulement si elle est bornee 
et de norme 1. Un etat reel se definit done aussi comme une forme R-lineaire r bornee telle que 


| r 11 = r(I) = 1. 


(1.26) 


La propriete (|l.ll|) reste vraie dans le cas reel, au moins pour les elements positifs. Concernant les 
supports des etats normaux, il n’est pas necessaire pour ce qui nous concerne de savoir si de pareils 
objets existent dans le cas reel. On se contentera le cas echeant d’exhiber des projecteurs elements 


de 1’algebre satisfaisant ( 1.21 ). 

En fait la definition ( |1.26|) est un decalque de ( |1.9| ). Plutot que de voir un etat comme une 
forme positive de norme 1 (ce qui n’est pas, rappelons le, la definition d’un etat reel), il est plus 
judicieux de prendre (HD pour definir un etat sur une C*-algebre, avec unite, de corps de reference 
quelconque : un etat sur une algebre quaternionique est une forme H-lineaire r de norme r(I) = 1. 
Cette definition est encore imparfaite : HI n’etant pas commutative, t peut-etre lineaire a gauche 
ou a droite. Nous reviendrons sur ce point dans le chapitre suivant. 

La notion d’etat reel reste valide pour une C*-algebre complexe A. Tout etat reel r R de A definit 
une forme C-lineaire positive 


r(a) = E(r K )(a) = r R (oi) +ir R (o 2 ), 

ou a = ai + ia2 est la decomposition en elements autoadjoints, cf (HD- Puisque r(I) = 1, r est un 
etat au sens de la definition |1.2| . Si S(r R ) = S(r^), alors r R et coincident sur tout ai autoadjoint 
(et ia 2 antiautoadjoint) done sur tout A et S est une injection. A l’inverse tout etat r definit un 
etat reel Re(r). Si Re(r) = Re(r / ), r et t' coincident sur tout ai autoadjoint et, par linearite, 
sur tout ia. 2 ■ Done r = r' et S est une bijection. Si r est pur il en est de meme pour Re(r) - 
Re(r) = fRe(r') + (1 — f)Re(r // ) implique r(ai) = tr'{a\ ) + (1 — t)r"(ai), idem pour ia 2 et t n’est 
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pas pur- et si r n’est pas pur alors Re(r) n’est pas pur. Autrement Pensemble des etats reels purs 
d’une algebre complexe est en bijection avec Pensemble de ses etats purs, 

V r (A)~V(A). 

En particulier ( M )) = (Re(o; a ;)} ou u x E V(C°° (M)) designe l’evaluation au point x. Dans 

le modele standard (cf chapitre 4), C°° (M) est vue comme algebre reelle Cg°(M). L’involution, 
l’identite et les elements positifs sont identiques au cas complexe, en consequence 

R(CS°(M)) =Vr(C°°(M)). (1.27) 

II Geometrie spinorielle 

Outre la topologie, Pespace physique est muni d’une structure differentielle et d’un espace 
de degres de liberte internes (le spin en mecanique quantique, l’isospin pour le modele stan¬ 
dard). De rnerne que les proprietes topologiques traduites en terrne d’algebre commutative, l’objet 
mathematique utilise pour decrire Pespace de la theorie quantique des champs, la variete a spin, a 
line definition algebrique. Privilegier cette derniere rend possible son adaptation aux espaces non 
commutatifs. On presente ici la construction de la structure de spin par les modules de Clifford (cf. 
|30|| pour un expose detaille) plutot que la construction en fibre principal souvent developpeec-au’ER 

II.1 Module de Clifford 

On note M une variete compacte, T X M Pespace vectoriel reel des vecteurs en x (Pespace tangent) 
et T*M son dual, Pespace des 1-formes en x (espace cotangent). Dans la carte on designe par 
{ dx et {} les bases des espaces cotangent et tangent. 

Un IK-fibre vectoriel E —» M est un espace topologique localement homeomorphe au produit 
Ui x F, oil Ui est un ouvert de M et P un espace vectoriel sur un corps IK, it designant la projection 
de E sur M. Pour tout x de M, E x = 7r -1 (x), la fibre au dessus de x, est isomorphe a F. Une 
section locale <7* de E est une application de IJ t dans E telle que 7r o cq soit Pidentite de Ui. Si 
r est la dimension de F, une section locale est la donnee de r fonctions de Ui dans M, appelees 
composantes de la section. Une section locale est differentiable (continue) quand ces composantes 
sont des fonctions differentiables (continues) sur M. Une section differentiable (continue) est une 
collection de sections locales differentiables (continues) {cij} telle que l’union des Ui soit un recou- 
vrement de M. On note T 00 (E) (resp. T(E)) Pensemble des sections differentiables (continues) de 
E. C’est le module (par convention, a droite) sur l’algebre C°° ( M ) (resp. C(M)) des fonctions 
lisses (continues) sur M, 


(ui + ct 2 /)(x) = cti(x) + a 2 (x)f(x) (1.28) 

pour tout (T i, CJ 2 E r°°(E). En prenant F = R n , ou n est la dimension de M, et 7r _1 (®) = T X M, on 
construit le fibre vectoriel reel TM, appele fibre tangent. L’ensemble des sections X(M) = T 00 (TM) 
est Pensemble des champs de vecteurs lisses sur M. De maniere analogue, on construit le fibre 
cotangent T*M dont les sections Q 1 (M) == T°° (T*M) sont les champs de 1-forme. 

Une metrique riemannienne g est une application bilineaire symetrique ( g{X,Y ) = g(Y,X)), 
definie positive (g(X,X) > 0 pour X / 0) de X(M) x X{M) dans C°° (M). Si g est seulement 
non degeneree (g(X,Y) = 0 pour tout Y X = 0), la metrique est dite pseudo-riemannienne. 
Dans les deux cas, g definit une bijection de C°° (M)-module entre X(M) et D 1 (M), la bijection 
musicale bjj 

X(M) -> Q 1 (M) : tel que x\Y) = g(X,Y), 

D 1 (M) —> X(M.) : w i— > tel que Y) = w(Y), 
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oil zu(.), X^{.) designent Taction par dualite de T2 1 (M) sur X(M). Le gradient d’une fonction / E 
C°° (M) est par definition 

grad f = dfK (1.29) 

La metrique induit une forme bilineaire symetrique definie positive (ou seulement non degeneree 
dans le cas pseudo-riemannien) sur pareillement notee g, 

g(w 1 ,m 2 ) = (1.30) 

En tout x, T X M et T*M sont munis de la nor me de 

IIgrad/|| = g(grad /, grad /) = g(df,df) = \\df\\ . (1.31) 

V algebre exterieure AV sur un espace vectoriel reel V est Talgebre formelle generee par un 
element identite I et les produits v\ A ... A v k avec vi,v k E V, k < dim V, v\ A V2 = — V2 A v\ et 
I A v = v. Lorsque V est munie d’une forme bilineaire non degeneree g, symetrique a valeur dans 
R, on construit Valgebre de Clifford Cl (V,g) en ” quantifiant” la relation d’anticommutation de 
Talgebre exterieure a Taide de g. Concretement, C1(V, g) en tant qu’espace vectoriel est identique 
a AV rnais le produit est defini de sorte que 

uv + vu = 2g(u,v)I (1-32) 

pour tout u,v G V. Avec E c = V + iV le complexifie de V et l’extension de g, g{u , v + iw ) = 
g(u,v ) + ig(u,w), on construit de la meme maniere Talgebre de Clifford complexe C1(V). On ornet 
g dans la notation car toutes les formes non degenerees sur V + iV donnent des algebres de Clifford 
isomorphes. On obtient ainsi (3^, Lem. 5.5] 

Cl(R 2m ) ~ M 2 m{ C) et Cl(R 2m+1 ) ~ M 2 ™( C) © M 2 ™( C). (1.33) 

C1(V) est munie d’une involution *, obtenue en etendant 

(Aui ...Vk)* = Xv k ...vi (1-34) 

avec A G C, vi,...,v k E V, par linearite a tout C1(V) (restreint a V Tinvolution coincide avec 
Tidentite, ce qui est coherent puisque V est un espace vectoriel reel). 

Un element de C1(V) est pair lorsqu’il s’ecrit comrne combinaison lineaire de produits d’un 
nombre pair de vecteurs de V. On note C1“ I "(U) la sous-algebre generee par les elements pairs, 
et C1“(U) le sous-espace vectoriel des produits impairs de vecteurs. En tant qu’espace vectoriel, 
C1(V) = C1 + (U) © C1“(U). On note x la ^2 graduation correspondante 

x(a) = ±1 pour a G C1 ± (U). (1.35) 

Lorsque g est definie positive, on definit l’element chiralite de C1(U) 

7 = (-i) m e \e 2 ...e n (1.36) 

ou {ej} est une base de V orthonormee pour g et n = dim V = 2m ou 2m + l. Modulo l’orientation, 
7 est independant du choix de la base orthonormee. On verifie que y 2 = 7*7 = I. La chiralite anti¬ 
commute ou commute avec V selon que n est pair ou impair. Lorsque n est pair, 7117 = — v pour 
tout v de V. Etendu a tout C1(V), on montre que 7.7 coincide avec la 7L 2 graduation y. Lorsque 
n est impair, 7.7 est Tidentite. La restriction, g definie positive, est fondamentale car c’est elle qui 
par la suite nous oblige a considerer des varietes riemanniennes. 
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La metrique g d’une variete M est definie sur les sections lisses du fibre tangent TM. Les 
champs de vecteurs lisses sont denses dans l’ensemble des champs de vecteurs continus, et g s’etend 
en une forme bilineaire sur les sections continues T(TM). Par complexification, on obtient une 
forme bilineaire, encore notee g , sur les sections continues du fibre vectoriel complexe de fibre 
T X M C = T X M + iT x M. Sur chacune de ces fibres g induit une forme bilineaire permettant de 
former en tout x de M l’algebre de Clifford C1(T X M). Le fibre vectoriel sur M correspondant est 
note Cl TM. Le C'(M)-module T(CITM) des sections continues de ce fibre est une C*-algebre, 
produit et involution etant definis point par point 

Cl<72(x) = u\{x)a 2 {x ), <J*{x) = cr(x)* Vx E M 
oil * designe l’involution dans chaque Cl(T X M), et la norme est 

IMI = sup{||< 7 (x)||} 
xeM 

oil la norme de a(x) est celle de la C*-algebre C1(T X M). La construction est identique pour le fibre 
cotangent T*M, ou pour n’importe quel fibre vectoriel reel E sur M. munie d’une forme bilineaire 
non degeneree de T°°(E) x r°°(F) dans C°° (M). Pour disposer d’une chiralite, on se limite aux 
metriques riemanniennes. 

Definition 1.11. Le fibre de Clifford sur une variete riemannienne M de metrique g est le fibre 
C l(M) = C IT*M. 

Evaluee en un point x de M, une section a d’un fibre de Clifford est un element o{x) de 
Cl (T*M). Si F est un espace vectoriel complexe sur lequel agissent chacune des algebres C1(T*M) 
via I'action de Clifford 


c : Cl (TfM) -*• End(F), (1.37) 

alors une section er du module de Clifford agit (par convention a gauche) sur une section a' d’un 
fibre vectoriel E ^ M de fibre F (i.e. ir~ l (x) — F pour tout x) par 

(c(cr)ir / ) (x) = c(cr(x))cr / (x). 

Lorsque I’action de c(u) est continue, c’est a dire lorsque c(a)a' E T(E) pour tout a E T(C1(M) 
et a 7 E r(F), T(E) est un r(Cl(M))-module a gauche. T(E) etant deja un C'(M)-module a droite, 
c’est un bimodule. 

Definition 1.12. Un module de Clifford sur M est la donnee d’un C(M)-module T(E) des sections 
continues d’un fibre vectoriel complexe sur M ainsi que d’un homorphisme C (M) -lineaire 

c : r(CZ(M)) End{T(E)). 

Autrement dit, un module de Clifford sur M est unT(<Cl(M))-C(M)-bimodule de sections d’un fibre 
vectoriel complexe sur M. 


Si dim M = 2m, d’apres ( 1.33 ) toutes les actions irreductibles de Cl(Af) sont de dimension 2 m . Si 
dim M = 2m + 1, il y a deux representations irreductibles inequivalentes de dimension 2 m . Quand 
le rang du fibre E (i.e. la dimension de ses fibres en tant qu’espace vectoriel) n’est pas egale a 
2 m dans le cas pair, 2 m+1 dans le cas impair, chaque fibre E x se decompose en somme directe de 
sous-espaces vectoriels invariant par I’action de Palgebre de Clifford. Au contraire quand I’action de 
l’algebre de Clifford est irreductible sur chaque fibre, T(E) est un module de Clifford irreductible. 
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II.2 Structure de Spin 

Classiquement, le fibre des spineurs sur une variete M de dimension n est construit a partir du 
fibre tangent par le relevement du groupe SO(n ) (groupe de structure du fibre principal associe au 
fibre tangent) a son recouvrement universel Spin(n). L’approche algebrique construit directement 
un spineur comme support d’une action irreductible du groupe Spin, vu coninie sous groupe de 
l’algebre de Clifford. 


Soit V un espace vectoriel munie d’une forme bilineaire non degeneree g. Un vecteur u G V est 
unitaire quand g(u,u ) = 1. Vu comme element de C1(V), u 2 = I par ( |1.32 ) done u est inversible. 
On note <f>(u) l’endomorphisme de V 

(j>(u)v = x{ u ) vu ~ l = —uvu = (vu — 2g(u, v))u = v — 2 g(u, v)u 


ou x es t la ^2 graduation definie en (1.35). Restreinte a V, qui est laisse globalement invariant, 
Faction de 4>(u) est la reflexion par rapport a l’hyperplan orthogonal a u (pour s’en convaincre on 
peut regarder C1(M 2 ) avec pour g le produit scalaire usuel). Par la multiplication 


4>uiu 2 (v) = u 2 l u 1 l vu 1 u 2 = (j) U2 0 <l>ui(v), 


ces reflexions generent le groupe orthogonal 0(V ). L’ensemble des produits pairs de reflexions est le 
sous-groupe des rotations SO(V) (e’est la composante connexe de l’identite de 0(V)). L’ensemble 
des produits pairs de vecteurs unitaires w de V c (w = Xu avec A un nombre complexe de module 
1 et u un unitaire de V) est un sous groupe de C1(V) note Spin c (V). 

Pour tout w G Spin c (V), l’application (j)(w) : v *—> wvw (x( w ) = +1) est une rotation dans V. 
4> apparait comme un homomorphisme de Spin c (V) dans SO(V). Un element du noyau de <j) est 
un unitaire central pair de C1(V) et on montre |30| , p. 180 ] qu’un tel element est necessairement un 
scalaire. Autrement dit ker 0 ~ U( 1). Pour w = w\...w 2 k £ Spin c (U), on definit l’homorphisme v 
a valeur dans U( 1) 

v(w) = W 2k ...WlWl...W 2k = Xi...\ 2k 

ou \i = wf £ U(l). Le groupe Spin(V) est par definition le noyau de v. La conjugaison complexe est 
definie sur tout C1(V) en etendant par linearite Xv = Xv pour A G C, v G V. Spin(U) est l’ensemble 
des unitaires pairs w de C1(U) satisfaisant w*w = w*w = I, ou encore w = w. En definissant la 
conjugaison de charge tz 

«(a) = X(a) 

pour tout a G C1(V), le groupe Spin apparait comme le sous groupe de Spin c invariant par conjugai¬ 
son de charge. Le noyau de (f) restreint a Spin(V) est {—1,1}. En prenant V = M n et g une metrique 
(pseudo-)riemannienne, on retrouve que le spin est le recouvrement universel a deux feuillets du 
groupe des rotations. 


Un spineur est une section d’un fibre vectoriel S sur une variete M dont chaque fibre est le 
support d’une representation irreductible du groupe Spin(M) = Spin(T*M). r(S') est done un 
module de Clifford irreductible. Dans le cas oil M est de dimension n = 2 m paire, un tel module 
est obtenu en demandant que S implemente une equivalence de Morita entre C(M ) et r(Cl(M)). 

Definition 1.13. Deux C*-algebres A et B sont Morita-equivalentes si et seulement si il existe un 
A-module a droite plein E tel que End^(E) ~ B, ou End^(E) est la fermeture (pour la topologie 
de la norme d'operateur) de Valgebre des endomorphismes de E de A-rang fini. 

Cette definition demande plusieurs precisions. Un A-module E est plein lorsqu’il est muni d’un 
’’produit scalaire a valeur dans A”, e’est a dire d’une forme de E x E dans A definie positive, 
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*4-lineaire a droite, antisymetrique ((u\v) = (u|u)*), et telle que (E\E) = A. Un endomorphisme 
de E est dit de *4-rang fini lorsqu’il est du type : 

|r)(s|: t 1 —► r(s\t), 

r, s,t E E. Ces operateurs torment une algebre qu’on munit de la norme d’operateur 

sup{||r(s|t)|| / p|| = 1 } 

ou la norme dans E est definie a partir de la norme de A par ||t|| = -\/||(i|f)||. 

Si T(5) implemente P equivalence de Morita entre C(M ) et r(Cl(M)), on montre qu’il existe un 
isomorphisme de fibre vectoriel End S — Cl(M) oil End S designe le fibre vectoriel sur M de fibre 
End^a;). C1(M) est de rang 2 n , done End S est de rang 2 n , ce qui signifie que S x est de dimension 
\/2™ = 2 m . On peut done choisir Paction de Clifford de telle sorte que S soit un module de Clifford 
irreductible. Rien iPassure en revanche qu’implementer P equivalence de Morita soit une condition 
necessaire pour que T(5) soit irreductible. Mais il apparait que la condition sur M pour que C(M) 
et r(Cl(M) soit Morita equivalente (theoreme de Plyrnen [^0[ Th. 9.3}) est tres exactement la 
condition qui, dans l’approche classique, autorise le relevement de SO{n) au groupe Spin c (n). 

La possibility du relevement a Spin(n) correspond [ibid, Th. 9.6} a Pexistence d’une bijection 
antilineaire J : S —> S telle que 

J(^f) = pour / G C(M), 

J(ai/j) = x(a)J^) pour a € r°°(Cl(M)), (1.38) 

= {A>\4>) pour £ S 

ou E S et on identifie a et / a leurs actions sur S. On montre [ibid, Lem 9.7} qu’un tel operateur 
J est necessairement de carre ±1. 

Le produit scalaire sur T(5) a valeur dans C(M ) est choisi de sorte que Paction de Clifford soit 
autoadjointe, 

W>|c(a)V0 = (c(o*)<^ \il>). 

On note c(a)^ = c(a*). Si M est orientee, il existe un repere mobile de 1-formes {e,} (i.e. une 
section lisse du fibre cotangent) tel qu’en tout x de M les chiralites y(x) definies par ( |1.36| ) sur 
chaque fibre de C1(M) s’ecrivent 


l{x) = (-i) m e 1 (x)...e n (x). 

7 est une section de C1(M) et 0 ( 7 ) est une graduation (i.e. c(jyc(p/) = c( 7) 2 = I) de T(S). On note 
r(5) ± les sous-espaces propres de c( 7 ) de sorte que 

r(s) = r(s) + ®r{sy. 

Si M est de dimension paire, c( 7 ) anticommute avec c(m) pour toute 1-forme w £ Cl(M). Pour 

^er(S)± 

c( 7 )c(ro)V' ± = R c(cu)i/’ ± , 
autrement dit 0 ( 7 ) echange T + (5') et r~(5). 

Definition 1.14. Une structure de spin sur une variete M de dimension paire est la donnee d’un 
bimodule S garantissant I’equivalence de Morita C{M)-T(<Cl(M)), d’une bijection J satisfaisant 
Hl.Sdj ) et d ’une orientation de M. 

M est alors dite variete a spin. Lorsque M est de dimension impaire, la construction est analogue 
en remplaqant C1(M) par C1 + (M) qui est le fibre sur M de fibre Cl + (T*M). 
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II.3 Operateur de Dirac 

Une connexion sur un fibre vectoriel E P M est une application lineaire 

V : T°°(E) —* T°°(E) ® 0\M) 


(1.39) 


satisfaisant la regie de Leibniz 

V(<7/) = (Va)/ + cr® df 

pour tout a G r°°(£') et / G C°° (M). d designe la derivee exterieure de chaque A T*M etendue 
aux sections lisses. Les coefficients de connexion sont obtenus en ecrivant localement, dans une base 
{ dx de Q}(M), Paction de la connexion sur une base {cq} de T°°(E), 

Vex,; = <g> dx 11 . (1-40) 

Ainsi 

Vcr = Vcq/* = {V<Ji)f l + <Ji® d(f), 

= pviyOj <® dx^ 1 + Oi ® d(f), 

= (d + r> (i.4i) 

ou on note da = a t ® d(f l ) et Ter = PP J ifl aj <g> dx fl . 

Lorsque E est le fibre tangent TM sur une variete riemannienne ou pseudo-riemannienne, 
il existe une unique connexion, la connexion de Levi-Civita, de torsion nulle (cf. [^] pour une 
definition de la torsion) et compatible avec la metrique de la maniere suivante : 

3(V1, Y) + g(X, S7Y) = d(g(X, Y)) (1.42) 

pour tout X,Y G X(M). g agit sur {X{M) ® Ft l (M)) x X(M) par ’’contraction des indices” 

g{r l u di <g> dx u ,t x d\) = r l v t x g(di, d\)dx v , 

rf, t x etant des nombres reels. Apres identification de g(X ,.) a X 9 = w, ( |1.42| ) definit une connexion 
de Levi-Civita sur E = T*M a valeur dans ® fl 1 (M) ~ 11 1 (M) <g> H 1 (M), 

S7m(Y) = d(w(Y)) — ro(vY), (1-43) 

pour tout Y de X(M). Pour w = dx 1 , Y = (ED avec d) donne Vdx;*(<9„) = —T l Ufl dx^ d’oii 

Jr 

Localement Paction de V sur un tu = dx*/i £ T*M s’ecrit 

Vro = (d — T)vj 

ou dw = dx 1 <g> d(fi) et Yw = — dx - J <g> dx M . Par application recursive de la regie de Leibniz, V 
s’etend a tout r°°(Cl(M), 

V(uv) = V(ii)u + uV(v) (1-44) 


pour tout u,v G r°°(Cl(M)) (le produit (Vu)u consiste a multiplier les composantes dans l’algebre 
de Clifford en laissant invariante la partie H 1 (A/)). 

Pour une variete a spin ( M,S,C ), il existe une unique connexion de spin V s generalisant la 
connexion de Levi-Civita tout en etant compatible avec la structure de spin (3^, Th. 9.8]. 






II. GEOMETRIE SPINORIELLE 


25 


Theoreme 1.15. Soit (M, S, J ) une variete a spin de dimension n. II existe une unique connexion 
V s : r°°(5) —*• T°°(S) ® J2 1 (M) hermitienne, i.e. 

(V S V| 0) + ("01V S </>) = d(V#), 


commutant avec J et telle que 

V s (c(a)'i/’) = c(Va)V’ + c(a) P our a £ Cl(M),ip € r 00 ^) 


ou c designe I’action de r°°(C l(M)) surT°°(S) induite par ([1.3^) et V la connexion ( 1-4-4- )- 


L’action de l’algebre de Clifford se reecrit comme une application de r°°(5) <8> r°°(Cl(M)) dans 
T°°(S) en posant 

c(ip ® o) = c(a)ijj. 

L’objet fondamental d’une geometrie spinorielle est Voperateur de Dirac , defini comme suit. 

Definition 1.16. L’operateur de Dirac d’une variete a spin ( M,S,J ) est Vendomorphisme de 

T°°(S) 

D = —i(c o V s ). 


Cet objet coincide bien avec Toperateur de Dirac de la theorie quantique des champs. Pour 
s’en convaincre, ecrivons localement Taction de la connexion de spin. Tout espace de Hilbert de 
dimension finie admettant une base orthonormee, il existe en tout x de M une base orthonormee de 
T X M , {d a = ea(x)d fi }, ainsi qu’une base duale de T*M, egalement orthonormee, {dx a = e“dx M }. 
Le vielbein {e"} designe la matrice inverse de {e p } et satisfait 

= 5 al3 (1.45) 

ou g lxl ' = g(dx 11 , dx u ). Soit {7 a ,7 6 } un champ de matrices de Dirac, i.e. des matrices autoadjointes 
de Mfc(C) (k = 2[ n/,2 l est la dimension de la representation irreductible de C1(M) dans le cas pair, 
de C1(M) + dans le cas impair) telles que 

7 a (x) 7 b (x) + 7 6 (x) 7 a (x) = 25 ab I (1.46) 

en tout x de M. En definissant la representation 

c(dx a ) = 7 q , (1.47) 

Taction de dx M G Cl(M) sur S 

c(dx IJ ’)'ip = 7 = e ^ 7 °V> (1.48) 

(on utilise un indice grec pour les coordonnees de la variete et un indice latin pour le fibre, a est 
contracts avec a) est bien une representation (irreductible) de Cl(Af) puisque 

c(dx fl )c(dx u ) + c(dx u )c(dx fl ) = 2e^ l e^6 ab l, 

= V p e^e^e^e^I, 

= 2 g(dx tt , dx u )I = c(dx tJ 'dx u + dx^dx 11 ). 

On rnontre alors que la connexion de spin s’ecrit 

v s = d - <g> dx^ 


(1.49) 
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ou 7 i = 7 * et d agit sur un spineur ip = s*/* -f l G C(M), Si G r°°(5)- selon dip = Si®d(f l ). Quand 
la variete est plate (ce qui est le cas en theorie des champs quand on suppose que l’interaction a un 
lieu dans une region ou la courbure est localement negligeable), les coefficients de connexion sont 
nuls et 


iDip = c(d'ip) = c(si (8) d a f l dx a ) = c{dx a )sid a f l = 7 a Sid a f l = flip. (1.50) 

II.4 Triplets spectraux 

Toute l’information geometrique d’une variete a spin, en particulier la metrique, est contenu 
dans l’operateur de Dirac. Cette remarque, dont nous rappelons dans cette section les points cles, est 
fondamentale puisqu’en donnant une definition algebrique (i.e. en terme d’operateur) des objets de 
la geometrie spinorielle, elle permet de voir la variete a spin commme un cas particulier, commutatif, 
d’une theorie beaucoup plus generale permettant de definir la geometrie d’espaces non commutatifs. 
L’objet mathematique decrivant ces geometries est le triplet spectral reel. Sa definition procede par 
etapes successives, en commengant par isoler les proprietes essentielles (bien sur, elles n’apparaissent 
comrne esssentielles qu’une fois la construction achevee) de l’operateur de Dirac. 

Proposition 1.17. Si D est Voperateur de Dirac sur une variete a spin M, alors 

[D, f] = —ic(df) pour tout f G C°° (M). 


Preuve. L’action de Clifford est C'(M)-lineaire, c(af)tp = c(a)-0/, done 

i[D, f]ip = c(V s (ipf)) - c{pj s ip)f = c (v S (ipf) - (V S ip)f) = c(ip (g) df) = c{df)ip, 
pour tout a G r°°(Cl(M)), f e C°° (. M) et ip G T°°(S). ■ 


Grace au facteur —i dans la definition |1.16| , l’operateur de Dirac est autoadjoint. D etant non 
borne, cette affirmation necessite quelques precautions. Notons tout d’abord qu’il existe un produit 
scalaire dans r°°(5), 


ou 



(^ 10)1 Vg 


(1.51) 


u g = y / d et~g dx 1 A ... A dx 11 


(1.52) 


est la forme volume de la variete M et g la matrice de composante g{dx ^ 1 , dx v ). On 
ouvrages de geometries differentielles pour une etude de la theorie de l’integration sur 
Ici, il nous suffit de savoir que (1.51) coincide localement avec Pintegrale de Lebesgue. 


renvoie aux 
une variete. 
On note 


H = L 2 {M , S) 


(1.53) 


l’espace de Hilbert obtenue par completion de r oc, (S') par rapport a la norme issue de ce produit 
scalaire. Dans le cas oil M est plate, L 2 (M,S) est l’espace des spineurs de carre sommable de la 
mecanique quantique. On conserve la merne terminologie dans le cas general. On montre alors que 
D est formellement autoadjoint ( D = D t) sur r oo (S'), puis qu’il est essentiellement autoadjoint sur 
H, e’est a dire que (D^)^ est autoadjoint sur le sous-espace de Ti compose des spineurs *p n pour 
lesquels a toute suite convergente ^p n —> ip correspond un spineur (p tel que Dip n —> <p . Dans la suite, 
on identifie D a (D^)^ en ecrivant simplement que D est autoadjoint. 
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Quand M est de dimension paire, la graduation c( 7 ) anticommute avec c(a) pour tout a G 
r~(Cl(M)). Avec ( |L49p , (|L50|) et (|L4^) , 


1 , 


= - ic ( 7 ) (j a <9 a - •*!>■ 

Comrne j 3 et 7 a 7 i 7 - ? appartiennent a r _ (Cl(M)), 0 ( 7 ) anticommute avec l’operateur de Dirac, 


Dr = -TD (1.54) 

ou T designe l’endomorphisme unitaire autoadjoint de 77, extension de c( 7 ), appele chiralite (on 
garde la meme appellation pour 7 et T). A noter que V est une Z 2 graduation de 7 1 (pour eviter 
un conflit de notation, dans toute la suite T designe la chiralite et ne designe plus l’operateur 
apparaissant dans la definition de la connexion de Levi-Civita). 


L’ensemble de ces proprietes est regroupe et generalise dans les notions de triplet spectral et 
de A'A-cycle. Pour tout a G r°°(Cl(M)), c(a) est un endomorphisme borne de 77 car c(a) est une 
collection d’operateurs c(a) x agissant irreductiblement sur les fibres S x de dimension dim Cl (T X M*) 
finie. Pour les mernes raisons, d’apres la proposition 1.17| , [D , /] est borne, de meme que / qui agit 
simplement par multiplication sur 77. 


Definition 1.18. Un triplet spectral (A, 77, 77) pour une algebre A est la donnee d’un espace de 
Hilbert 77, d’une representation de A dans Valgebre 0(77) des operateurs bornes sur 77, et d’un 
operateur autoadjoint D, de resolvante compacte, tel que [D,a} G 0(77) pour tout a G A. 


Rappelons qu’un operateur D est a resolvante compacted si et seulement si pour tout A ^ sp(77), 
(77 — AI )^ 1 est compact (un operateur T sur 77 est compact quand, pour e > 0, ||T|| < e sauf sur 
un sous-espace de 77 de dimension fini). 

Lorsque A est une algebre involutive, on definit la notion de A'77-cycle. 

Definition 1.19. Soit n G Zs ; un KK 1 -cycle pour une algebre involutive A est un triplet spectral 
(A, 77, D) accompagne de 

- une bijection unitaire J antilineaire surH qui implemente I’involution, i.e. JaJ~ x = a* pour 
tout a de A; 


- si n est pair, une graduation r de 77 qui commute avec A et anticommute avec D; 

- la table de multiplication-commutation suivante 


n mod 8 

0 1 2 3 4 5 6 7 

J' 2 = ±1 
JD = ±DJ 
JT = ±TJ 

+ + - - - - + + 

+ - + + + - + + 

+ - + - 


Pour n impair, on pose T = I ( 1 qui naturellement commute avec D et J) et on note de fagon generate 
(A, 77, D, T, J) un KR-cycle. 


Si (M, S, J ) est une variete a spin de dimension n, D l’operateur de Dirac et T l’extension 
de c( 7 ) aux spineurs de carre sommable, alors (C°° (M), L, 2 (M, S), D, J,T) est un KR n -cycle. 
Que (C°° (M) ,77,77) soit un triplet spectral est evident compte tenu de la discussion precedent 
la definition |1 .18 (on renvoie a [12,^0| pour prouver que D est a resolvante compacte) ; que J 
implemente l’involution (la conjugaison complexe) de C°° (M) decoule de ( 1.38| ) ; l’action de Clif¬ 
ford est C'(M)-lineaire done T commute avec la representation de A', l’anticommutation de D et 
r est etablie en (1.54) ; reste la table de commutation, montree en detail dans [3C, Th. 9.19}. A 
toute variete a spin est associe un A'A-cycle mais l’inverse n’est pas vrai : la donnee d’un I\ A-cycle 
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ne suffit pas a construire une variete a spin. Pour ce faire, il faut ajouter une serie de conditions 
detaillees ci-dessous. 


Nous donnons directemcnt les conditions pour qu’un triplet spectral (A, H, D) definisse une 
geometrie non commutative Edl, en rappelant ensuite comment, adaptees au cas commutatif, ces 
conditions tiennent lieu d’axiomes d’une variete a spin. Les trois premieres conditions sont plus 
analytiques qu’algebriques. Elies sont importantes dans la definition axiomatique de la geometrie 
commutative spinorielle mais dans les exemples etudies dans cette these (geometrie de dimension 
zero ou produit de geometries dont l’une est commutative) elles sont toujours remplies. Nous les 
donnons ici par exhaustivite, en renvoyant a pour une definition precise des objets qu’elles 

font intervenir. 

Condition 1 (Dimension). L’operateur D -1 est un infinitesimal d'ordre A ou n £ N est la di¬ 
mension (spectrale) de la geometrie. 


D etant a resolvante compacte, D -1 definit en restreignant D aH/ker D est un operateur compact. 
AinsiH la suite decroissante {A k} des valeurs propres de \D~ l \ = sj (D -1 )t D~ 1 tend vers zero. D 
est un infinitesimal d’ordre A signifie que cette suite decroit au rnoins aussi vite que k~ n , 


lim 

k— >+oo 




Lorsque A et 7i sont de dimension finie, la dimension spectrale est nulle. 

Condition 2 (Regularite). Pour tout a £ A, a et [D,a] appartiennent a I’intersection des do- 
maines de toutes les puissances 5 k de la derivation 5(b) = [|D|,h] ; ou b est element de l’algebre 
generee par A et [D,A\. 


Cette condition est la version algebrique de la differentiabilite des coordonnees. 

Condition 3 (Finitude). A est une pre-C*-algebre et Vensemble Ti 00 = n Dom D k des vecteurs 

fce N 


lisses de Tt est un module projectif fini. 


Un A-module est libre quand il a une base {e*}, c’est a dire un ensemble de generateurs tels que 
adei = 0 pour ad £ A implique ad = 0 pour tout i. Un module projectif est une somme directe de 
modules libres. Un tel module n’est pas forcement libre. Il est fini lorsqu’il a une famille generatrice 
de cardinalite finie. Une pre-C*-algebre est une sous algebre d’une C*-algebre, stable par le calcul 
fonctionnelle holomorphe (cf (3^, Def. 3.26]). En particulier C°° (M) est une pre-C*-algebre. 


Les quatre conditions restantes sont d’ordre algebriques et ce sont elles qui seront discutees dans 
les modeles des chapitres suivants. Au triplet spectral (, A,H,D) est adjoint une chiralite T c’est 
a dire, lorsque la dimension spectrale n est paire, une Z 2 graduation T = T 2 de 7i, autoadjointe, 
qui anticommute avec D et commute avec la representation de A. On note IdA les sous-espaces 
propres de T. D envoie un sous-espace dense de TiA dans NA si bien que, dans la decomposition 
H = H + + H~, 


ou 


D = 


0 D~ \ 
D+ 0 ) 


D + 


i-r i+r 

2 2 


et D = (D + )fi Quand n est impair, T = I. 


(1.55) 


(1.56) 
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On demande egalement que TL soit le support d’une representation de l’algebre opposee A° 
(identique a A en tant qu’espace vectoriel rnais oii le produit est inverse : a°b° = ( ba)° ) implementee 
par un operateur unitaire antilineaire J, 

b° ^ Jb*J~\ 


tel que 

[a,Jb*J~ 1 ] = 0. (1.57) 

La representation de A° commute avec la representation de A, et H porte une representation ir de 
l’algebre involutive A <8> .4° 

ci®b° ^ aJb* J- 1 

ou l’involution est donne par (a <g> b°)* = b* <g> (a*)°. De maniere equivalente, on dit que A est 
representee a gauche et A° a droite 

aipb = aJb* J~ 1 ip = Jb* J~ 1 atp. 


Si J 2 = ±1, Jb* J 1 = J l b* J de sorte que 

vr((a®6°)*) = b*JaJ~ 1 = JaJ~ 1 b *, 

= J(aJ~ 1 b*J)J ~ 1 = J(ciJb* J~ 1 )J~ 1 , 

= <S> b°) J^ 1 

et J implemente l’involution de A<S> A°. 

Condition 4 (Realite). (A ® A°, U, D, T, J) est un KR n -cycle. J est appelee structure reelle. 
Condition 5 (Premier ordre). La representation de A° commute avec [D,„4] 

[[D. a], Jb* J -1 ] = 0 pour tout a,b £ A. 

Cette condition stipule que l’operateur de Dirac est un operateur differentiel du premier ordre. 
Condition 6 (Orientabilite). II existe un cycle de Hochschild c £ Z n (A, -4<8l4°) tel que 7 r(c) = T. 

Cette condition est la generalisation de la non degenerescence de la forme volume pour une variete 
orientee. Avant de definir l’homologie de Hochschild, rappclons qu’un complexe est une suite de 
A-module E l , i £ N, et de morphismes di de E t dans E- L+ 1 , 

... - Ei $ E i+l - ... (1.58) 

tels que di o di-\ = 0. L’image d’un morphisme est incluse dans le noyau du morphisme suivant; 
quand cette inclusion est une egalite, Im di-\ = kerdj, le complexe est exact. Sinon on note Zi = 
ker di le module des i-cycles et Bi = Im di- \ le module des i-bords. Le quotient H % = Zi/Bi est 
par definition le i eme groupe d'homologie du complexe (H t est en fait un A-module). L’ensemble 
des Hi forme l’homologie du complexe. En remplagant Ei par Ci(A , N ) = N ® A ® ... <S> A ou N 
est un bimodule sur A et le produit tensoriel de A par elle-meme est repete i fois, on a 

... 4 Ci(A,N) 4 Ci-M.N) - ... 4 C 0 (A,N) 4 {0} 

ou l’application b de Ci(A,N) dans Ci-\{A, N) definie par 

i— 1 

6 (n<g>ai<g)...<g>ai) = nai<g>a 2 < 8 >...< 8 >ai + ^^(—l)n<g>ai<g>...<g>a p ap + iC ) -"C ) ai + (—l)*ajn<g>ai<g)...<g>aj_i 

p =i 



30 


CHAPITRE 1. ESP ACE NON COMMUTATIF 


verifie b 2 = 0, on definit I’homologie de Hochschild de A a valeur dans le bimodule N. On munit 
A 0 A° d’une structure de *4-bimodule 

x(a <g> b°)y = xay <g> b° pour tout x,y,a,b E A 

de maniere a definir l’homologie de Hochschild de A a valeur dans N = A (g> A°. Un cycle de 
Hochschild c E Z n (A,A<S>A°) est un element de C n (A,A®A°) tel que 6 (c) = 0 . Un element 
c = a <g) b° < 8 ) a\ <S >... < 8 > a n de C n (A, A <g> *4°) est represente sur TL par 

tt(c) = aJNJ-^D, oi]...[D, a n \. (1.59) 

Cette representation est coherente avec la proposition |1.17| qui identifie [D, f] a la 1-forme df, 1- 
bord dans la cohomologie de de Rharn (cf. ci-dessous). Elle est etendue a tout C n (A,A® A°) par 
addition. 

Condition 7 (Dualite de Poincare). Le couplage additif sur K*{A) determine par I’indice de 
I’operateur de Dirac est non-degenere. 


Cette condition est une version algebrique de la dualite de Poincare. Rappelons qu’en remplagant 
dans (fh58) Ej par l’espace vectoriel reel Lt l (Ad) des z-formes sur une variete compacte Ad de 
dimension n, et d l par la differentielle exterieure d, on definit un complexe dont l’homologie est 
appelee cohomologie de de Rham. La dualite de Poincare stipule que pour tout entier positif r < n, 
les groupes de cohomologie de de Rham H r (M) et H n ~ r (M) sont duaux; c’est a dire qu’il existe 
une forme bilineaire non-degeneree de H r (AI ) x H n ~ r (Ad) dans M 


{[w r l[w n ~ r ]) = f w r Aiu n - r 

Jm 

ou [ w r ] designe la classe d’equivalence dans H r (M) de w r G H r (M). Grace au caractere de Chern, 
cette forme bilineaire se traduit par un couplage additif (i.e. une forme bi-additive) des groupes 
de J\-theorie de l’algebre C°° (M). Pour une definition de ces objets, on peut consulter |57|]. Ici, 
contentons nous de souligner que ce couplage, note n, s’effectue grace a l’indice de l’operateur 
de Dirac (defini ci-dessous) et ne fait pas reference la commutativite de l’algebre, de sorte qu’en 
remplagant C°° ( M) par une pre-C*-algebre quelconque (pour de tels objets, la JC-theorie existe 
et est identique a la JC-theorie de la C*-algebre obtenue par completion), la condition 7 apparait 
comrne la definition abstraite de la dualite de Poincare. 

Sans entrer dans le cas general, precisons un exemple qui sera utile pour l’etude des espaces 
non commutatifs finis (chapitre 3). Quand la dimension spectrale n est paire, la dualite de Poincare 
pour r pair se ramene au couplage additif de Kq(A) x Kq(A) a valeur dans Z (car pour tout r < n 
pair, K r (A) cx K n - r (A) — Kq{A)) defini de la maniere suivante. On note Pi(A) l’ensemble des 
projecteurs de Mi (A) (algebre des matrices l x l a coefficients dans A) et GLi(A) les elements 
inversibles de Ad [(A). On a les plongements evidents 

m G Ad [(A) ^ q q ^ € Mi + i(A) et v G GLi(A) >—> ^ ^ 1 ) ^ GLi + \(A ) 

et on definit 

OO OO OO 

Moc(^) = \JM[(A ), Poo(41) = \JPi(A ), GL^A) = \JGL[(A). 

i=i i=i i=i 

Deux projecteurs p, q G Pi (A) sont equivalents, p ~ q si et seulement si ils sont conjugues via un 

v G GL O0 (A), c’est a dire s’il existe k G N et v G GLk+i(A) tels que 


•0-' = 


V 


p 0 

0 Ofc 


q 0 

0 Ofc 


(1.60) 
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Le quotient Kq (^4) = P a 
l’addition 


■ (•*)/ r^j est un semi-groupe (ie. les elements ne sont pas inversibles) pour 


\P] + [Q] = 


Kq{A) est par definition le groupe de Grothendieck il de Kq(A) dont les elements sont les classes 
d’equivalence de Kq (A) x Kq ( A )/ ~, ou (p. q) ~ (p', q') si et seulement si p + q' = q + p'. Kq(A) 
est un groupe pour l’addition (p, q) + (p', q') = (p + p', q + q') avec l’element nul (0,0) et l’inverse 
— (q, p) = (p, q). C’est le meme precede qui permet de construire Z a partir de N : (p, q) s’identifiant a 
p—q, on utilise la notation ±p, ±q pour designer les elements de Kq(A). Sip G Mk(A) et q 6 Mi(A), 
alors P = p <g> (J ® I i)q{J^ x ® Ij) est un projecteur agissant sur TL <g) <C kl (A est supposee complexe) 
et 

f'KbM'?]) = indice (P(D <S> = dim (ker P(D + <g) Iki)P) — dim (ker P(D~ (g> Iki)P) (1.61) 

ou D + , D~ sont definis dans (|1.55|). 


Definition 1.20. Un triplet spectral satisfaisant les sept conditions ci-dessus est un triplet spectral 
reel, ou encore une geometric non commutative (spinorielle), note (A,H, D,T, J). 

II.5 Geometrie commutative 


On appelle geometrie commutative une geometrie non commutative au sens de la definition 1.20 


ou l’algebre A est commutative. Parmi les geometries commutatives, les geometries de Dirac sont 
les triplets spectraux reels 


T d = (C°° ( M),L 2 (M,S),D,J,T) 


(1.62) 


dans lesquels (M, S, J ) est une variete riemannienne compacte orientee a spin, D est l’operateur 
de Dirac defini par la connexion de spin et T la chiralite ( 1.54 ) si dim M = n est paire, T = I 
si n est impair. Les geometries de Dirac sont bien des geometries non commutatives, c’est a dire 


que To verifient les 7 conditions de la section precedente. On renvoie a |3Cj pour la preuve de 
cette affirmation. Contentons nous de rappeler que la dimension spectrale de la geometrie de Dirac 
est egale a la dimension de la variete. 11 est egalement interessant de s’attarder sur la condition 
d’orientabilite dont l’appellation trouve son origine dans les geometries de Dirac. 

Notons tout d’abord les simplifications dues a la commutativite de l’algebre. C°° ( M ) est iden- 
tique a son algebre opposee. L- 2 .(M,S) est done le support de deux representations distinctes, la 
multiplication a gauche par une fonction /, et Taction a droite correspondant a la multiplication 
par la fonction complexe conjuguee /. Ainsi = /V’, ce qui est coherent avec ([1.38 ) puisque 

Jftl’ = Jf J 1 = fJil> (a noter le changement de convention lors du passage du C°° (M)-module 
droit S a l’espace de Hilbert L,2(M,S) C°° (M)-lineaire a gauche). Dans (|1.59 ), identifier JfJ a 
/ permet de voir le cycle de Hochschild c comme un element de Z n (A), ensemble des n — cycles 
dans l’homologie de Hochschild du complexe 


!(A) 


C\{A) —> {0} 


ou Ci(A) = A ( 


i A (A apparait i fois), represente par 

tt(/o ® h® fi ) = fo[D, fi\ ... [D, fi ]. 


(1.63) 


Soit {Uj.xj} un atlas de M. Xj est une fonction de Uj 


et chacune de ses composantes x 


est element de C°°(Uj). La forme volume (1.52) est l’unique re-fornre qui, evaluee sur toute base 
orthonormee et orientee de TM , vaille 1. Localement, 


u g = \J det g dx l j A ... A dx ” 
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oil g est la matrice de composante g(d fJj ,d u ) et (en omettant l’indice j ) {<9 M } est la base locale 
de TM. La forme volume est independante du choix des coordonnees sur l’ouvert Uj. Lorsque 
{#“ = e^dXj} est une base locale orthonormee de 1-formes, g est la matrice identite et 

v g = 6j A ... A 9'j = ejdx l j A ... A dx™ 

ou e.j = det je^j. On pose e® = i n ~ m fjej E C°°(Uj ), oil m = [n/2] et / est une partition de 
l’unite, c’est a dire un ensemble {/j E C' oc (f/ ? )} de fonctions telles que 

0 < fj(x) < 1, fj{x) = 0 pour x ^ Uj, 22 fj(x ) = 1 pour tout x E M. 

3 

On en deduit l’ecriture non-locale de l’element de volume, 


i n m u g = 22 A ... A dx™. 


Le n-cycle de Hochschild c E Z n (A) correspondant est, par definition, 


c = 






(n) 


crSSn j 

ou 5 n est le groupe des permutations de {1,..., n} et cr designe a la fois un element de S n et sa parite 
(l’exposant a egale ±1 selon que la permutation a est paire ou impaire). Par ( 1.65 ), en utilisant la 
proposition |1.17j on verifie que 


7r 


(<=) = s Eh)'E^“ 

crE5, 

(-0 


o-(n)-, 


n! 


1 )- c ^ 


r(n), 


<j£.Sn 


H) r 


n ! 


-Y.fi E(-irc(«; (1) )...c(9j (n) ) 


3 <j(n) ^ 


5-eSn 


= C 1 


3 

(7) £/; = r. 


Ainsi la chiralite est bien l’image du cycle de Hochschild correspondant a l’element de volume. 


Si yl, D, J et T commutent avec un projecteur p de EL, alors la geometrie non commutative 
{A, EL, D, J, r) peut s’ecrire comrne somme directe de deux geometries non commutatives definies 
sur pA et (I — p)A (pour des geometries de Dirac, ceci correspond a une variete non connexe). 
Pour eviter ces cas, on dit qu’une geometrie non commutative est irreductible lorsqu’il n’y a pas de 
projecteur non nul commutant avec A, D , J et T. Ainsi toute variete a spin connexe de dimension n 
definit par ( 1.62 ) une geometrie de Dirac irreductible, c’est a dire une geometrie non commutative 
irreductible, de dimension spectrale n, definie sur l’algebre C°° ( M ). A l’inverse, selon le theoreme 
suivant enonce dans (l4j et dont on trouve une demonstration detaillee dans [3C], toute geometrie 
non commutative sur C°° (M), irreductible et de dimension spectrale n est une geometrie de Dirac 
pour une variete a spin. 
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Theoreme 1.21. Soit T = D, J,T) une geometrie non commutative irreductible sur A = 

C°° (M), de dimension spectrale n = dim M oil M est une variete compacte orientee connexe sans 
bord. Alors 

- II existe une unique metrique riemannienne g = g(D) sur M telle que la distance geodesique 
sur M soit donnee par 

d(x, y) = sup {f(x) - f{y)/ \\[D,f]\\ < 1}. (1.64) 

feC(M) 

- M est une variete a spin et les operateurs D' pour lesquelles g{D ') = g{D) forment une union 
d’espaces affines identifies par les structures de spin sur M. 

- La fonctionnelle S(D ) = ^f\D\~ n+2 definit une forme quadratique sur chacun de ces espaces 
affines, atteignant son minimum pour D = D s , Voperateur de Dirac correspondant a la 
structure de spin; ce minimum est proportionnel a l’action d’Einstein-Hilbert, c’est a, dire 
Vintegrale de la courbure scalaire s 

S(D s ) = ~ U 2 f s\fdetTgd n x. 

24 J M 

Les deux et troisieme points necessitent quelques explications. La structure de spin de M est donnee 
par le bimodule S = 7i°° defini par l’operateur D (cf. condition de finitude) et l’operateur J. En 
regie generale, l’operateur de Dirac D s correspondant a cette structure de spin n’est pas l’operateur 
D. La seule chose qu’on puisse affirmer est que 

D = D s + p 

pour p € End(r°°(5)) verifiant 

pt = p, Tp = (-l)>r, JpJ- 1 = ±p, (1.65) 

le signe etant negatif lorsque et seulement lorsque n = 1 ou 5 mod 8 . Tout p' satisfaisant ( |1.65| ) 
definit un operateur D' = D s +p' tel que g(D') = g(D). Ainsi pour la structure de spin donnee par T, 
l’ensemble des operateurs determinant la meme metrique que D est un espace affine. Si maintenant 
on considere une variete riemannienne M ou la metrique g est fixee, il existe plusieurs structures 
de spin sur M (le nornbre de structure de spin est fini et est determine par la cohomologie de Cecil 
de M). Fixer une structure de spin determine de maniere unique l’operateur D s , et les operateur 
D l du type D s + p definissent un ensemble de geometries equivalentes. Ainsi les structures de spin 
d’une variete riemannienne M permettent de classifier, au regard de la topologie, les geometries 
sur M. 

La fonctionnelle du troisieme point est definie par 

f\ D \- n + 2 = -Wres I D\~ n+2 

P 1 2\ n m n 1 1 

ou f l n est l’integrale de la forme volume sur la sphere S n et Wres est le residu de Wodzicki (cf 
Th. 7.5] pour une definition). 


Le triplet spectral reel est un outil permettant de classifier les geometries spinorielles sur une 


variete compacte (sans bord). L’avantage de cette formulation algebrique est que la definition 1.20 
est valable pour des pre-C*-algebres quelconques, pas forcement commutatives. Dans la premiere 
partie de ce chapitre, on a vu que les C*-algebre non commutatives etaient des candidats serieux 
pour jouer le role de fonctions sur un espace non commutatif. De meme que le theoreme de Gelfand, 
par analogie avec le cas commutatif, justifie le choix des etats purs d’une C*-algebre comme points 
d’un espace non commutatif, de meme le theoreme 1.21 suggere que le triplet spectral reel est un 
bon outil pour faire la geometrie de ces espaces non conunutatifs. En particulier, et c’est l’objet 
de cette these, la formule ( 1.64 ) dans sa formulation generale definit une distance sur l’espace des 
etats d’une algebre. 
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III La distance 

III. 1 La formule de la distance 

Classiquement, la distance entre deux points x, y est la longueur du plus court chemin reliant x 
a y. Physiquement cette maniere de voir n’est pas acceptable car la mecanique quantique invalide 
l’idee d’un chemin entre deux points. D’autre part un point n’est pas accessible a Pexperience 
autrement que par l’intermediaire d’une observable. Pour concilier geometrie et mecanique quan¬ 
tique, il faudrait done definir une distance d(x, y) qui ne fasse reference qu’aux valeurs prises par les 
observables sur x et y. Qu’apparaissent des valeurs d’observables sur d’autres points p est tolere, a 
condition que les-dits points soient caracterises autrement que par une appartenance a un chemin 
entre x et y. Par ailleurs une distance est par definition une fonction de deux variables a valeur 
reelle, positive, symetrique, reflexive (d(x, x ) = 0) et qui verifie l’inegalite triangulaire. La maniere 
la plus simple d’implementer ces proprietes au niveau des observables est de considerer une quantite 
du type | f(x) — f(y) | ou / est une fonction complexe sur l’espace. Dans le cas le plus simple de la 
droite reelle, d(x,y) = \x — y\. Pour que | f(x) — f(y )| = \x — y\ il faut au moins que 

| f'{jp)\ = 1 pour un point p du segment [x,y\, (1.66) 


f designant la derivee de /. Caracteriser p par son appartenance au segment [x, y] viole les 
principes d’une ’’bonne” distance au sens quantique. Heureusement la condition ( |1.66| ) peut s’- 
exprimer independamment de x et y. En posant 


d(x,y) = sup {\f{x) - f(y)\/\f'{p)\ < l,Vp G M} 
/ecp R) 


(1.67) 


ou C' 1 (M) est 1 ’ensemble des fonctions derivables sur R, on verifie aisement que d(x,y) = \x — y\, le 
supremum etant atteint par la fonction de derivee constante (egale a 1) : x t—> x. 

Dans cette formule les points demeurent les objets premiers (non seulement parce qu’il s’agit 
d’une distance entre points, rnais aussi parce que sont privilegiees des valeurs d’observables en 
des points precis). Cependant le theoreme de Gelfand assure qu’un points x de l’espace n’est rien 
d’autre qu’un etat pur lu x de l’algebre commutative des observables continues sur cet espace. En 
representant A = C 1 (R) sur l’espace des fonctions reelles de carre sommable PL = L 2 (M) par simple 
multiplication point par point, (1.67) s’ecrit 


d(x,y) = sup | uj x (f) -u y {f )\/ 
f&A 


dx ’ 


< 1 


( 1 . 68 ) 


ou ^ est l’operateur de derivation sur L 2 (R). Pour s’en convaincre, il sufRt de remarquer que pour 
tout 

[-T-, f]^ = = -( 4-f] V’ = -/V 

dx dx dx \dx 


d’ou 


±,f 

dx 


= sup 

ip&n 


= sup 


fm.\f'( x )\ 2 \^(x)\ 2 d x\2 
f R \*l>(x)\ 2 dx 


= sup|/'(x)|. 

xGM 


En remplagant R par une variete riemannienne a spin M, C 1 (R) par A = C(M), Z, 2 (R) P ar PL = 
L 2 (M, S ) et par un operateur D tel que (A, PL, D ) soit un triplet spectral au sens de la definition 
1 .18j, ( 1.68|) est identique a (|1.61 ). Cette definition de la distance geodesique, en apparence plus 


complexe que la definition usuelle, est en fait plus precise puisqu’elle se generalise immediatement 
a tout triplet spectralJillil 
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Definition 1.22. Soit ( A,7i,D ) un triplet spectral. La distance d entre deux etats t\ et t 2 est 

d{n,T 2 ) = sup{ |ri(a) - r 2 (a)| / ||[D,a]|| < 1} . (1.69) 

aeA 

On verifie immediatement que cette distance est positive, symetrique et reflexive, et presque 
immediatement qu’elle satisfait l’inegalite triangulaire puisque 

d(n,T 2 ) = sup{ |ri(a) - r 2 (a)| / ||[D,a]|| < 1} , 

< sup{ |ri(a) - r 3 (a)| + |r 3 (a) - r 2 (a)| / ||[D,a]|| < 1}, 
a&A 

< sup{ |ri(a) - r 3 (a)| / ||[D,a]|| < 1} + sup{ |ti(o) - r 3 (a)| / ||[D,a]|| < 1} , 

aeA a£A 

< d(T 1 ,r 3 ) + d(r 3 ,r 2 ). 


A noter que cette definition n’impose pas au triplet spectral d’etre reel, la seule condition 
indispensable est que le commutateur [D, a] reste borne pour tout a. Dans le chapitre suivant, on 
etudiera des exemples de distance associee a des triplets reels et a d’autres non reels. De meme A 
n’est pas necessairement une (pre)-C*-algebre. Cependant les proprietes des C*-algebres, et a plus 
forte raison celles des PP*-algebres, permettent de rnener bon nombre de calculs a terme. De plus 
c’est ce type d’algebre qui s’interprete comme fonction sur l’espace non commutatif, on s’interesse 
done dans la suite essentiellement aux triplets spectraux sur des C^-algebres. 

Dans le cas commutatif, soulignons que (1.64), qui fait intervenir l’algebre des fonctions contin¬ 
ues, n’est pas la traduction exacte de ( 1.69| ) appliquee au triplet ( 1.62 ) construit sur l’algebre des 
fonctions lisses. La formulation de ( 1.64 ) est empruntee a |3^] qui reprend [^] ou cette formule est 
donnee avec pour algebre A l’algebre des fonctions bornees mesurables sur M (dense dans C(M)). 
Dans Jl4|], la formule de la distance est donnee directement pour A = C°° (M). Ce point est discute 
dans la section I du chapitre 3. 


III.2 Positivite et condition sur la norme 

L’idee que la distance pour la droite reelle est ’’realisee” par une fonction positive de derivee 
partout egale a 1 prend dans le cas general la forme d’un lemme extremement utile pour les 
calculs explicites. On montre que la distance non commutative est realisee par un element a positif 
de 1’algebre tel que la norme du commutateur [D,a] egale 1. Quelques preliminaires simples sont 
necessaires. Dans tout ce qui suit {A, H , D) est un triplet spectral dans lequel A est une C*-algebre, 
Ti, t 2 deux etats de A et d(r\ , r 2 ) la distance definie par ( 1.6S|) . On note T> l’ensemble des elements 
de l’algebre satisfaisant la condition sur la norme : 

V = {a £ A / \\D, a|| < 1} . 


Lemme 1.23. 1) d(ri,r 2 ) = 0 si et seulement si t\ = r 2 . 

2) S’il existe a tel que [D,a\ = 0 et ri(a) / r 2 (a) alors d(ri,r 2 ) = +oo. 


Preuve. 1) Si d(ri. r 2 ) = 0, alors ti et r 2 coincident sur V. Pour a ^ V, ||[D,a]|| / 0 et ||^ a j|| G V 
done 

^'TrtDT^i- 1 = M liiDyi 1 

d’oii, par linearite, ri(a) = r 2 (a). A l’inverse il est evident que si ti = r 2 alors d(ri,r 2 ) = 0. 

2) Posons A = Ti(a) — r 2 (a) 0. Soit r est un reel positif non nul. [D,ra] = 0 done ra G V. 

Comme |ri(ro) — r 2 (ra)| = r|A|, 

d(n,T 2 ) >r\X\. (1.70) 


Le resultat est prouve en faisant tendre r vers l’infini. 
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Lemme 1.24. Si d(ri,T 2 ) est finie alors d(ri,T 2 ) = sup { |ri(a) — T 2 (a)| / ||[Z?, a]|| = 1}. 

a£A+ 

Preuve. Si D commute avec l’algebre toutes les distances sont infinies done il existe au moins 
un element b tel que [D, b] A 0. A noter que si [.D , b + b*} = 0, alors [D, i{b — b*)] / 0 de sorte qu’il 
existe au moins un element autoadjoint bh qui ne commute pas avec D. On note C l’ensemble des 
a de A+ tel que ||[Z?,a]|| = 1 . Puisque C CD, 

sup|ri(a)-r 2 (a)| < sup |ri(a) - r 2 (a)| = d(n, r 2 ). (1.71) 

aec aeX> 

Si T\ = 72 , la preuve est immediate. Pour n A T 2 , on note A '12 l’ensemble des a E A tels que 
ri 2 (a) = ri(a) — T 2 (a) A 0 et B = P \ -A 12 . Clairement 

rf(n,T 2 ) = sup{|ri 2 (a)|} . (1.72) 

a&B 


Pour tout a £ £> posons 


ou 0 = arg (ri 2 (a)). Noter que 


a h = -(ae 10 + aV e ) 


de sorte que 


n 2 (ofc) = 2 (I r i2( a )| + |n2(a)|) = |ri 2 (a)| A 0 


0<||[Aa/»]||<||[Aa]|| = l 


(la partie droite est l’inegalite triangulaire, l’inegalite de gauche est stricte sinon ^(t^to) serait 
infinie en vertu du lemme 1.23|). Comme 


«+ = 


o-h 


ll[Aa fc ]|| 




II [71, aft] || 


I G C 


satisfait 


i ( \| \ri2(a h )\ |ti2(o)| , , .. 

kl2( “ +)l = lp^nr= pvsi a |T12(0)I ' 


il apparait qu’a tout element a de B est associe un element a + de C tel que |ri 2 (a)| < |ri 2 (a+)|. 
Ainsi 

sup|ri 2 (a)| < sup|ri 2 (a)|. 

adB 


Avec (1.71) et (1.72), il vient d(ri,T 2 ) = sup|ri 2 (a)|, ce qui est precisement le resultat. 

aec 


Pour clore cette presentation generate de la formule de la distance, citons un corollaire du lemme 


1.23 pour un triplet spectral (A, Et, D ) ou A est une VP*-algebre. Il permet d’isoler certains etats 


purs normaux pathologiques. 


Corollaire 1.25. Soient u un etat pur normal d’une W*-algebre A et s u son support. Si [D , s^] = 
0 , alors lo est a une distance infinie de tous les autres etats purs normaux. 


Preuve. On note = u, si = s u . D’apres le lemme |1.23 , il suffit de montrer que uq(si) A uj 2 (si) 
pour tout etat pur W 2 distinct de uq. Selon ( l.lg| ) (avec a = I) e’est simp lenient prouver que 
oi 2 (si) 1. Supposons done que w 2 (si) = 1 et montrons qu’alors ui\ = u; 2 . La preuve est analogue 
a celle du lemme L7. Soit { 712 , ?7 2 } la representation GNS de uq et £2 = I- Puisque u; 2 (si) = 
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(£ 2 , tt 2 (si)^ 2 ) = 1) 7 T 2 (si) est non nul et done un projecteur de rang 1 . Soit £ un vecteur propre 
normalise de ^(si). On sait que l’etat pur induit par £ n’est autre que ui\. 

Par ailleurs comme 772 ( 51)77 = (£,r/)£ pour tout vecteur 77 de H 2 , 

<£ 2 , 7 r 2 ( si )£ 2 ) = 1 ( 6,£)| 2 = 1 = ||£|| 2 1|£ 2 || 2 • 

Par l’inegalite de Cauchy- Schwarzil il existe un nombre complexe A de module 1 tel que £2 = A£. 
Ainsi 

w 2 (a) = (A£,7r 2 (a)A£) = (£, 7 r 2 (o)£) = u^(a) = uq(a) 
pour tout a e A. D’ou le resultat. ■ 


IV Isometrie 


IV. 1 Symetrie de l’espace non commutatif 


Au sens usuel, une symetrie d’un espace est une transformation sous laquelle l’espace est globa- 
lement invariant. Au sens topologique, il s’agit d’un homeomorphisme. L’ensemble Hom(A') des 
homeomorphismes d’un espace topologique X est un groupe pour la loi de composition des applica¬ 


tions. Comme la proposition 1.1 introduit une equivalence entre 1’identification topologique de deux 
espaces (compacts) A et Y - X homeomorphe k Y - et l’identitification de leur algebre de fonc- 
tions continues -C(X) isomorphe a C(Y)~ il est naturel de chercher une correspondance entre les 
symetries de X et des ’’symetries” de C(X). Une algebre n’etant a priori pas un espace topologique, 
une symetrie d’algebre n’est pas definie en terrne d’homeomorphisme mais plutot en terme de bi- 
jection preservant la structure algebrique (et l’involution s’il y a lieu). Plus precisement on note 
Aut(A) l’ensemble des automorphismes d’une algebre involutive A sur le corps K, e’est a dire 
l’ensemble des applications a de A dans A, K-lineaires, inversibles, telles que a{ab) = a(a)a(b ) 
et a(a*) = a(a)*. Aut(A) est un groupe pour la composition des applications. Par application 
immediate de la proposition 0 on obtient la correspondance desiree entre symetries topologiques 
et symetries algebriques. 

Corollaire 1.26. Le groupe des automorphismes d’une C*-algebre commutative est isomorphe au 
groupe des homeomorphismes de son espace de caracteres. 


Lorsque A 


C°° ( M ) est Palgebre des fonctions lisses sur une variete compacte JA, on 



Diff(M) ~ Aut(C'°° (M)). 

Aut(^l) pour une algebre A non commutative s’interprete ainsi comme le groupe des ’’diffeomor- 
phismes” de l’espace non commutatif. 

L’action d’un automorphisme sur l’espace non commutatif se traduit par un changement de 
representation dans le triplet spectral 

7 r —> 7ro a. 

Dire que a est une symetrie, e’est dire que (A. H, D, 1 r) et (A, H, D, iroa) decrivent des ’’espaces non 
commutatifs identiques”. Les guillements sont de rigueur car la notion ’’d’espaces non commutatifs 
identiques” n’a pas ete definie. En terme algebrique, on prefere parler d’equivalence (unitaire). 

Definition 1.27. Deux triplets spectraux reels {A, D, D , J, P) et {A!, 7i', D', J', T') sont dits (unitai- 
rement) equivalents s’il existe un operateur unitaire U deH dans hi! et un isomorphisme d’algebre 
(j) de A sur A 1 tels que 


UDU* = D 1 , UnU* = tt' o 0, 
UJU* = J', UTU* = r'. 
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Inequivalence de triplets spectraux non reels est definie pareillement en omettant les conditions 
sur J et r. En posant cj> = a -1 et U = I, on verifie que tout automorphisme a est bien une symetrie 
au sens non commutatif, rnais pas necessairement une isometrie. En effet, les distances calculees 
dans la geometrie {A, EL, D , n, J, T) ou dans la geometrie equivalente {A, EL,D,ir o a, J, T) ont peu 
de chance d’etre egales dans la mesure ou 

|| [.D, 7 r(a)]|| = 1 (1.73) 

n’est pas equivalent a 

\\[D,tto a(a)]|| = 1, (1.74) 

sauf si a est l’identite de Aut(A). 


IV.2 Invariance de la distance 


Pour trouver des symetries de l’espace non commutatif qui preservent les distances, plusieurs 
approchent sont possibles. La plus naturelle, mais non la plus facile, consiste a s’en tenir strictement 
aux definitions et a determiner les automorphismes pour lesquels (EB est equivalent a (|1.73|) . Cette 
question est l’objet du paragraphe suivant. L’autre approche s’appuie sur la remarque suivante : 
bien que Faction d’un automorphisme n’ait ete envisagee qu’au niveau de la representation, il existe 
une autre action de a, tout aussi naturelle, a l’interieur de l’espace des etats 


a(r) = t o a. 

Comme a preserve Pinvolution, il preserve la positivite et a(I) = I, done a(r) est bien un etat. En 
notant 

d a la distance associee au triplet (*4, EL, D, ir o a), 

il est inunediat que tout automorphisme, vu comme agissant a la fois sur l’espace des etats et sur 
le triplet spectral, preserve les distances. 

Proposition 1.28. Pour tout automorphisme a de A et tout etat n, T 2 dans iS(»4), 

d a (a(r i),a(r 2 )) = d(r 1 ,r 2 ). 

Preuve. En posant b = a(a), 

da(a{r i),a(r 2 ))= sup {|ti( 6 ) - t 2 ( 6 )| / || [D, 6 ] || < 1} = d(n, t 2 ). ■ 

b£a(A)=A 

Determiner tous les automorphismes isometriques au sens d Q (ri,r 2 ) = d(ri,r 2 ) n’est pas aise, 
nous allons simplement en exhiber une certaine classe que nous emploierons ensuite pour des calculs 
explicites de distance. La non commutativite de A met en evidence un sous groupe normal de 
Aut(*4) masque dans le cas commutatif, a savoir l’ensemble des a pour lesquels il existe un unitaire 
u de A tel que 

a(a) = uau*. 

Un tel automorphisme, note a u , est dit interieur. L’ensemble In(*4) des automorphismes interieurs 
est un groupe pour la composition des applications, 

- &UV 5 • (I*^^) 

Quand A est commutative In(^l) ne presente aucun interet puisqu’il ne contient que l’identite. 
Quand ce n’est pas l’algebre qui commute avec un unitaire u, mais l’operateur de Dirac, on dit que 
l’automorphisme interieur associe a u commute avec D. Alors a u est une isometrie au sens precise 
au debut du paragraphe aussi bien qu’au sens de son action sur l’espace des etats. 
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Proposition 1.29. Un automorphisme interieur a u commutant avec D est une isometrie aux sens 
suivants : 


d au {n,T 2 ) = d(ri,T 2 ) = d(a u {T 1 ),a u {T 2 )). 


Preuve. En utilisant || [D, a u (a)\ || = || [D, uau*} |j = a]«|| = ||[Z?,a]|| , 


d au { T i,T 2 ) 


sup{|ri(a) 

aeA 

sup{|ri(a) 

aeA 


r 2(a)|/ ||[£>,a u (o)]|| < 1}, 

^(a)!/ I! [D, a] || < 1} = d(ri,T 2 ), 


d{a u (Ti),a u (T 2 )) 


sup {|ti(6) — r 2 (b)\ / || [D, a u * (6)]|| < 1} , 
b£a u (A) 


sup{|ri(6) - r 2 (b)\ / || [D, b] || < 1} = d(ri,T 2 ), 
beA 


oil b = a u (a). 


A noter que par la proposition |1.28| , a u est aussi une isometrie pour l’espace des etats dans la 
geometrie (A,H, D,ir o a u ) puisque d au (ot u {Ti), a u (r 2 )) = d au {r\,T 2 ). 


Outre les autonrorphisnres interieurs, d’autres applications remarquables de l’algebre dans elle- 
rnerne sont les projections 


a e (a) = eae , (1-76) 

oil e = e* = e 2 G A. La projection du triplet spectral (A,7i, D,tt) est, par definition, le triplet 

{A e = a e (A), We = eH, D e = eDe\ n , 7r e = 7r| w ) (1-77) 

et on note d e la distance associee. En general a e n’est pas injective si bien que la forme lineaire to a e 
n’est pas necessairement un etat, par exemple si e est dans le noyau de r (pour une TE*-algebre, 
il suffit de considerer un etat dont le support est orthogonal au projecteur). En revanche tout etat 
(pur) r e de a e (A) est un etat (pur) de A (pour s’en convaincre il suffit d’ecrire r e = r e o a e ). En 
clair 

<S(^4 e ) = 5(^4 e ) oa e C S(A) et V(A e ) = V{A e ) o a e C V(A). 

Lorsque e commute avec l’operateur de Dirac, la projection a e est une isometrie pour <S(^4 e ) au 
sens suivant. 

Proposition 1.30. Soient e un projecteur de A et t\,t 2 deux etats de A e . Si [Z?,7r(e)] = 0 alors 

d e (n,T 2 ) = d(r 1 o a e , t 2 o a e ). 

Preuve. Pour tout a e € A e , ||[D e ,7r e (a e )]|| = ||[7r(e)D7r(e), 7r(a e )]|| = ||[D,7r(a e )]|| d’oii 
d e (ri,r 2 ) = sup {| (rr-r 2 )(a e )|/ || [L>, vr(a e )] || < 1} , 

CLe £-4.e 

< sup {|(ti o a e — r 2 o a e )(a)| / ||[D,7r(a)]|| < 1} = d(n o a e , t 2 o a e ). 
a£A 

Cette borne superieure est atteinte par a e = a e (b) oil b e A realise le supremum pour la distance 
d, 

d(n o a e ,r 2 o a e ) = n o a e (b) - t 2 o a e (b) et || [D, n(b)] || = 1, 
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car ||[D e ,7r e (o e )]|| = || [D, ir{a e )] || = ||7r(e)[D,7r(6)]7r(e)]|| < ||[I>,7r(6)]|| . ■ 

Soulignons que cette proposition n’implique pas que la distance entre deux etats de A dans la 
geometrie T = (, A,H,D ) egale la distance dans la geometrie T e = (A e ,7i e , D e ), ni meme que la 
distance entre t\ et T2 dans T soit egale a la distance entre t\ o a e et T2 o a e dans T e (ce qui n’aurait 
aucun sens puisque, rappelons le, S(A) o a e <f. <S(^4 e ) ). Si on definit Taction de la projection a e 
dans Tespace des etats par 

a e (r) = t si r e <S(^4 e ), a e (r) = 0 sinon, 
alors une projection qui commute avec l’operateur de Dirac est une isometrie, 

de(ate(Ti),a e (T 2 )) = d(Ti,T 2 ), 

rnais seulement sur a e (5(^l)). 



Chapitre 2 

Espace fini 


Les exemples les plus simples d’espaces non commutatifs sont associes a des algebres de dimen¬ 
sion finie. On peut resoudre de maniere systematique les contraintes imposees par les axiomes < 
geometrie non commutative et etablir une classification complete des triplets spectraux finist 
L’objet de ce chapitre est de determiner explicitement la metrique de ces espaces. II apparait rapi- 
dement que les distances ne sont pas calculables exactement, sauf dans certains cas dont nous 
presentons ici un eventail. Les resultats de ce chapitre ont fait l’objet de l’articleE3. Precisons 
encore une fois que la formule ( 1.69 ) definit une distance sur l’ensemble des etats d’une algebre 
independamment des axiomes de la geometrie non commutative, aussi dans un premier temps nous 
considerons des triplets spectraux (A,H, D) qui ne sont pas reels. En dimension fini, D et [D,a] 
pour tout a £ A sont bornes. La seule contrainte qu’on impose a l’operateur de Dirac est d’etre 
autoadjoint. Dans la rnesure du possible, on s’est efforce de tenir a ce souci de generality mais les 
calculs devenant rapidement impraticables, on s’est limite pour les espaces finis commutatifs aux 
operateurs a entrees reelles. De meme, pour l’espace a deux points on est revenu aux axiomes afin 
de selectionner un operateur simple permettant de mener les calculs a terrne. Quoi qu’il en soit, 
l’importance des axiomes est discutee dans la derniere partie du chapitre. 

S’appuyant sur l’equivalence dans le cas commutatif entre caracteres et etats purs, on a choisi 
de ne considerer que les distances entre etats purs. 


I Topologie des espaces finis 

1.1 Espace des etats purs 

Toute Gl-algebre A de dimension finie est isomorphe a une somme directe finie d’algebres 
de matrices^ a entrees complexes si A est une algebre complexe, a entrees reelles, complexes ou 
quaternioniques si A est une algebre reelle. Ainsi 

N 

A = Q)A k (2.1) 

fe=i 

ou k, N S N, Ak = Kou M n (K) et K est un symbole generique pour designer les corps R, C ou H. 
Lemme 2.1. Soient A\, A -2 deux C* -algebres, alors T(A\ © A- 2 ) = T(A\) U T(A 2 )- 

Preuve. Tout etat pur ui\ de A\ s’etend en un etat t sur A\ © A 2 

r(ai © a 2 ) = wi(ai) 

(la positivite est immediate puisque {A\ © A 2 )+ = A\ + © -4, 2+ ). Si r n’est pas pur, il existe deux 
etats t' et t" et un reel t g]0, 1[ tels que r = tr' + (1 — t)T n . Ainsi 

wi(ai) = t(°i ® I 2 ) = tr[(ai) + (1 - t)r"(ai) 
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oil r{(ai) = r'(ai ffi lo) et r"(ai) = r"(a\ ® I 2 ) sont des etats de A\. Comme u> 1 est pur, r{ = r" 
d’oii 

r '(0 ® I2) = t"( 0 ffi I2) = —-—t"(0 ® 02) = 0 

c’est a dire t' = r". r est done pur et V(A\) U V(A 2 ) C V(A\ ® ^ 2 ). 

Soit to G V(A\ ffi AI 2 ). Si Ai = a;(Ii ffi 0) = 0 alors 72 ( 02 ) = ui(a\ ffi 02 ) est un etat de A 2 - S’il 
n’est pas pur, alors c’est une combinaison lineaire convexe de deux etats t '2 et t "2 que Ton etend 
a A\ ffi A2 par 

r'(ai ffi 02) = ^2(02), r"(ai ffi 02) = t" 2 {a 2 ). 

t' = t" car lo = tr' + (1 — t)r" est pur. Done r' 2 = r" 2 et t 2 est pur. Un raisonnement analogue 
montre que si A 2 = tu(0 ffi I 2 ) = 0, oj restreint a Ai est un etat pur de A\. 

Reste la possibilite que Ai et A 2 soient tous deux non nuls. En ce cas u = \\t' + \ 2 t" oil 

r'(ai ffi a 2 ) = ffi 0) et t" (a\ ffi a 2 ) = — w(0 ffi a 2 ) 

Ai A2 

sont tous deux des etats de A\ ffi A 2 . Comme Ai + A 2 = 1 et que uj est pur, t' = t" d’oii 

w (0 ffi 02) = A2T // (0 ffi 02) = A2 t'( 0 ffi a 2 ) = y~u ;(0 ffi 0 ) = 0 . 

Ai 

De merne co(ai ffi 0) = 0, done cu est nul. ■ 

Ce lemme applique recursivement sur A donne 


N 


V{A) = \JV(A k ), 


( 2 . 2 ) 


fc=i 


si bien que pour connaitre V(A) il suffit de connaitre les etats purs de K et M n (K). 


1.2 Etat de R, C et HI 


Dans la section 1.1.4, un etat sur une algebre de corps de reference K est defini comme une 
forme K-lineaire r a valeur dans K et de norrne ||r|| = t(I) = 1. Des lors K vu comme algebre sur 
K n’a qu’un etat : l’identite. Dit autrement les algebres reelle M, complexe C et quaternionique HI 
n’ont chacune qu’un etat (pur). Ceci reste vrai pour C et 1HI vues comme algebre reelle. Pour C tout 
d’abord, un etat lo c est, au sens de la definition 1 . 10 | , une application M-lineaire positive a valeur 
dans M satisfaisant u; c (l) = 1 et lo c (x — iy ) = u c (x + iy), c’est a dire uo c {i) = — u c (i) = 0. En clair 
u c coincide avec la partie reelle. 

Lemme 2.2. L ’unique etat ojh de I’algebre reelle H est 


Uh{q) = 2 Tr(q) 


ou q = 


x -y 
V x 


avec 1 , 1/6 C designe un quaternion quelconque. 


Preuve. La representation de H sur l’espace vectoriel reel de dimension quatre, dont la base canon- 
ique k} verifie i 2 = j 2 = k 2 = — 1 , ij = —ji = k , jk = —kj = i et ki = —ik = j, 

est 

q = a + /3i + + 5k 


avec a, /?, 7 , 5 G R. Par definition, 


q = a — /3i — 'yj — 5k 
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de sorte que 

qq = a 2 E fi 2 E 7 2 + 5 2 G R+. 

En consequence toute forme M-lineaire est positive. Par linearite, un etat t est completement 
determine par les valeurs qu’il prend sur i,j,k. Conune r(q) = r(q), 

a E /3r(i) E 7 r(j) E 6r(k) = a — /3 t(i) — 7 r(j) — 5r(k) 

pour tout a, /?, 7 , <5 € M. Autrement dit 

T (i) = T (j) = r(k) = 0 

et r(q) = a = uih(q). Dans la representation matricielle de H sur C 2 , x = a + ij3 d’ou Tr(g) = 
2Re(.x) = 2 a = 2 uih(q). ■ 


II peut sembler peu satisfaisant de ne disposer avec H, sous algebre des matrices 2x2 dont l’ensemble 
des etats purs est de cardinalite infini (voir paragraphe suivant), que d’un seul etat pur. Afin 
d’elargir le champ d’investigation, on peut modifier la definition d’un etat reel et ne plus exiger 
que l’involution soit conservee. H a alors plusieurs etats r mais toujours un seul etat pur. En effet, 
si on note t t u\ la forme lineaire telle que = r(i), t t ^( 1) = T T u\(j) = r T ^(k) = 0 et qu’on 

adopte des definitions similaires pour r T (j\ et t t ^\, il vient 

( ^h E N(i) E N(j) E N(k) 

t(Nh E T~rr(i) E Ar(j') E T~rr(k)') A (1 E T r 'r(i) E E'r(j) E Tr'r(k)\ (^-3) 

ou t,r € M/{ 1} et r' = Chacun des deux facteurs de la moitie droite de (|2.3| ) envoyant 1 en 
1 est un etat, si bien que r n’est pas pur sauf si r(i) = r(j) = r(k) = 0. 


1.3 Etats des algebres de matrices 

L’espace des etats de C et 1 ne depend pas du corps de reference. En revanche S(M n (K)) en 
depend. On note 

Mf(K) 

pour designer M n (K) vue comme algebre sur le corps IK 7 . Considerons d’abord les cas K = KA 
Une forme K-lineaire r sur M^(K) se decompose de maniere unique sur la base 

Tjj (rriki ) — Sji dj /. 

ou {mij}, i,j = 1 ...n est la base canonique de M^(K). Pour tout a = a kl mku a kl € K, 

r(o) = A = X lj Tij(a kl m k i ) = A lj 5u5 jk a kl = Tr(Aa) 

ou A £ M^(K) designe la matrice de composante A*- 7 . A noter qu’a cause de la non commutativite, 
la notion de forme H-lineaire est ambigue (conformement a l’usage0 on considere la H-linearite a 
droite). Dans les trois cas reel, complexe et quaternionique un etat envoie I n en I done Tr(A) = I. 
Pour I = M ou € 


Tr(Aa*) = Tr((aA*)*) = Tr(aA*). (2.4) 

Un etat est involutif, Tr(Aa*) = Tr(Aa), d’ou Tr((A* — A)a) = 0 pour tout a. La trace est un 
produit scalaire pour M^(K) done A* = A. On note {£*} une base orthonormee de vecteurs propres 
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de A, A* G R les valeurs propres correspondantes et s* les projecteurs associes. Les sont des 
elements positifs de l’algebre done 

Tr(Asi) = A* > 0. 

De plus 

Tr(Aa) = A 1 Tr(sia) + (1 - A 1 ) ^-^-^^- (2.5) 


ou j va de 2 a n. Comme Tr(si) = 1 et Tr(sia*a) = Tr((asi)*(asi)) > 0, le 
terme de droite de (2.5) est un etat. De meme, parce que les A* sont positifs et 
le deuxieme facteur est aussi un etat. En consequence r n’est pur que si A est 
A = So; et on note £ un vecteur propre norme de s u . Alors 


premier facteur du 
leur somme vaut 1, 
de rang 1. On pose 


SujCtSuj = (£,a£)s w = Tr(s w a)s w = w(a)s (J . (2.6) 

A tout etat pur oj de M^(K) est associe un projecteur de rang 1 s u , et tout projecteur de rang 
1 definit un etat pur. A noter que pour K = C ce resultat est conforme au chapitre 1 (tout etat 
d’une algebre complexe de dimension finie est normal). Un vecteur propre norme n’est defini qu’a 
un facteur de module 1 pres ( ±1 dans le cas reel, une phase dans le cas complexe) ce qui prouve 
que l’espace des etats purs n’est autre que l’espace des droites de lK n . 

Lemme 2.3. Pour K = R ou C ; P(M^(K)) = KP n_1 . 


Dans le cas reel R P n n’est autre que la sphere S n ou les points antipodaux sont identifies. En 
basse dimension on trouvaHl que P(M 2 (R)) = RP 1 est diffeomorphe au cercle S 1 . Dans le cas 
complexe C P n peut-etre vu comme un quotient de la sphere S 2n+1 dans la rnesure ou tout element 
de C P n rencontre S ' 2n+1 en un cercle S l . En basse dimension il apparait que P^P^C)) = CP 1 
est diffeomorphe a S 2 . 

Pour le cas quaternionique les arguments ci-dessus ne sont pas valides pour plusieurs raisons. 
D’une part la notion d’etat quaternionique n’a pas ete clairement identifiee. Si on s’en tient a 
la remarque de la fin de la section I.I.4, un etat sur M®(H) est une forme H-lineaire bornee r de 
norme r(I) = 1. Rien ne garantit qu’une telle forme soit involutive. D’autre part meme si on impose 
l’involutivite, la non commutativite de H empeche d’ecrire l’equation (p.4|). Cependant on peut voir 
qu’un vecteur quaternionique definit bien un etat. Dans le detail, considerons l’espace vectoriel (a 
droite) quaternionique H n muni du produit scalaire a valeur dans H 


(^C) = 5Z^ = (C,0 


2—1 

ou £*: (i € H sont les composantes des vecteurs £ et £. Ce produit scalaire definit une norme a 
valeur reelle 

lief = <£,£> 

et verifie l’inegalite de Cauchy- SchwarzS, de sorte que pour a € M®(H) 

|(£,«£)| 2 = (£,<)(£,«£) = < o £,£)(£, a £) < ( a £, a £)(£,£) = || a £|| 2 ||£|| 2 . 

Ainsi pour un vecteur normalise £ l’application 

r : a e- > (£, a£) 


est de norme 







I. TOPOLOGIE DES ESPACES FINIS 


45 


cette borne superieure etant atteinte pour a = I n . Par consequent r est un etat quaternionique au 
sens de la section I.L4, En designant par la sphere quaternionique de dimension n, on a 


S( Mn(m C Sj 


H- 


Contrairement aux cas reel et complexe, deux vecteurs normes £ et avec |q| = 1 ne definissent 
pas le merne etat car (£,q,a£,q) = q(£,a£,)q ^ (£, a£). En particulier l’algebre Af®(EI) ne permet pas 
de munir HP 1 ~ S 4 d’une metrique. 


Prendre IC 7 ^ IC 7 recouvre deux exemples, M®(C) et Comme ce dernier u’apparait dans 

aucun modele physique, nous ne l’etudierons pas. L’algebre reelle M®(C) est de dimension 2n 2 . 
Tout element a = a kl m k i -{mid} est la base canonique de M 2 (C)- s’ecrit sous forme d’une matrice 
reelle pour peu qu’on voit chaque nombre complexe a kl sous la forme 


f R e(a kl ) Im (a kl ) \ 
y —Im(a w ) Re(a fcZ ) J 


On note 


rki = I 2 ® m k i et i k i 


0 1 

-1 0 


<g> m k i- 


L’ensemble {r k i,iki} est une base de l’algebre M®(C) et tout element a s’ecrit 

a = R e{a kl )r k i + lm(a kl )i k i. 

Une forme R-lineaire r a valeur dans R se decompose sur la base I r R , r/ ? > definie par 


T ij( r kl) = SilSjk, T ij(ikl) = 0 , 

r[j(rki ) = 0, r[j (i k i ) = 6u5 jk 

de sorte que 

r(o) = ( 7 l3 r^ + A Pt-j) (r e(a kl )r k i + Im (a kl )i k i^ , 

= 7 ij R e(a kl )5U5 jk + \ ij Im(a k %i8 jk , 

= Tr(raij) + Tr(Aaj) 


ou T et A sont les matrices reelles n x n de composantes r ) lJ , A* J respectivement et or, a/ les 
matrices de composantes Re(a^), Im(a^). Noter que r kl = ri k tandis que i* kl = —iik d’ou 

a* = R e(a lk )r kl - Im {a lk )i k i- 


Si r est un etat reel alors r(a*) = r(a), c’est a dire 


Tr(raR) — Tr(AaJ) = Tr(raR) + Tr(Aa/) 

pour toute matrice a 1 et a R . Comme les parties imaginaires et reelles des a kl sont independantes, 
on peut prendre a/ = 0 et or quelconque. II vient Tr((r* — P)or) = 0 d’oti 


r* = r. 


De maniere analogue 


A* = -A. 
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On note 7 * G K les valeurs propres de T, s* les projecteurs associes, A ! G M les valeurs propres de 
iA et ti les projecteurs correspondants, c’est a dire 

Tr(rsj) = 7 * et Tr(iAtj) = \\ (2.7) 

Quand a = I n , aj = 0 et or est l’identite des matrices n x n. Requerir r(I) = 1 revient a imposer 


Tr(r) = 1. 

Pour ecrire la condition de positivite, notons d’abord la table de multiplication 

r kl r k'l' = rkiik'l 1 = Slk'ikl’i 

iklfk'l 1 = Sik'ikl’, iklh'l’ = —Slk' r kl' 

permettant d’obtenir 

(R e(a lk )r k i - Im {a lk )i k i^j (r. e{a k ' l ')r k > v + Im(a fcr )4u') , 

^k'k\ 


( 2 . 8 ) 


a a = 


R e(a k k )Re(a k 1 )r k i> + Re(a fc fc )Im(a fc 1 )i k v — Im(a fc fc )Re(a fc 1 )i k i> + Im(a fc fc )Im(a fe 1 )r k ii, 
{a* R an + a*jai) k iir k ii + ( a* R ai — a^a^ki'iki’, 


d’ou 

r(a*a) = Tr(r(a)jaR + a} a/) + A(a^a/ — (ijan))- 

Cette expression doit etre reelle positive pour tout a. En particulier lorsque a/ = 0 et an = Si on a 


avec (A7 7 * > 0, ce qui prouve que T est une matrice positive. Lorsque clr est l’identite et aj = U, 
on a avec ( 2 . 8 ) 1 — i\ l e M* + , ce qui n’est pas possible sauf si A* = 0. 

En consequence un etat t de (C) definit, et est defini par, une matrice n x n reelle symetrique 
T telle que 

r(o) = Tr(raR) = 7 1 Tr(sia jR ) + (1 - 7 1 ) 7 Ti^a#) 

1 — 7 1 

ou j varie de 2 a n. De meme que dans (|2.5|) , chacun des deux facteurs du terme de droite est un 
etat si bien que r est pur si et seulement si T est de rang un. Deux vecteurs reels normes et egaux 
a un signe pres definissent le meme etat pur d’ou 

P(Af*(C)) =RP n ~ 1 . 

Pour clore cette etude des etats des algebres de dimension finie, precisons que les projecteurs 
mis en evidence pour les algebres reelles et quaternioniques ne sont a priori pas des supports au 
sens donne dans le chapitre 1 puisque dans toutes les references citees la notion de PE*-algebre est 
definie pour des algebres complexes. Par exemple le projecteur Ih associe a l’etat reel de El n’est 
pas de rang 1 et il existe deux vecteurs £ (ceux de la base canonique de C 2 ) permettant d’ecrire 
v(q) = (£,<?£)• 


II Espace a 1 point 

II. 1 Definition et proprietes generales 


Les espaces finis apparaissent comrne des espaces de N points (N designe dans (2.1) le nombre 
de composantes de A) muni chacun d’une fibre identique a V(A k ). Lorsque N = 1 on parle d’espace 
a un point. Les cas A = K sont sans interet. L’exemple le plus simple est M^(K) represente de 
maniere irreductible sur K. n . L’operateur D est alors element de l’algebre. Pour utiliser les proprietes 
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des TU*-algebres, on prend K = C de sorte que tous les etats sont normaux. Dans toute la section 
A = M^(C), H = C" et D est un element autoadjoint de A. Les etats et leur support sont indices 
par les vecteurs de CP n ~ 1 : 


a ) = Tr(s ? a) = (£,a£)- 


(2.9) 


Le fait que D soit dans A permet d’isoler facilement des points pathologiques. Si ij) est un 
vecteur propre de D, lo^ est appele etat propre. Son support commute avec D. Par le corollaire 


1.25| on obtient immediatement que de tels etats sont isoles. 

Corollaire 2.4. Tous les etats propres de D sont a une distance infinie des autres etats purs. 


A noter que si p est un projecteur propre de D de rang superieur a 1, tous les etats purs de support 
s < p sont egalement des points isoles. 


Pour exploiter l’identite entre V(A) et CP n_1 , il convient d’associer a tout etat pur un n-uplet 
norme de nombres complexes. Pour n = 2 ceci permet d’ecrire la distance non commutative conrme 
une metrique sur la sphere S 2 . Le choix de la base de 7i dans laquelle on ecrit la representation de 
l’algebre fixe la correspondance entre C.P" -1 et l’ensemble des n-uplets normes de complexes : si 
a l’operateur a est associe la matrice a, au vecteur £ est associe (modulo un facteur de phase) le 
n-uplet £ de nraniere a ce que (£,a£) = LO^(a). On dit que le choix de la base de la representation 
induit une orientation de l’espace des etats purs et, de nrerne qu’on identifie l’operateur a sa matrice, 
on identifie le vecteur au n-uplet de ses composantes. Ce point n’est pas aussi transparent qu’il 
parait puisque, pour le calcul des distances, on peut changer de base dans TL (vu comme espace de 
representation de A) sans changer de base dans Tt (vu comme espace ou vivent les representants des 
classes d’equivalence de CP" -1 ) sous reserve que ce changement de base commute avec l’operateur 
de Dirac. En effet supposons qu’a l’operateur a soit associe dans une nouvelle base la matrice 
uau* tandis qu’a £ est toujours associe le n-uplet £. Alors, pour peu que le changement de base u 
commute avec D et bien que 


(£, uau*£) = (u*£,au*£,) = a u (uj^)(a) ^ u^(a), 


le calcul de la distance entre deux etats purs quelconques ne sera pas modifie en vertu de la 


proposition 1.29 . Les orientations les plus naturelles sont celles induites par les bases orthonormees 
de vecteurs propres de D. Elies se deduisent toutes les unes des autres par un unitaire qui commute 
avec D, de sorte qu’elles sont toutes equivalentes pour les distances et on peut sans ambiguite 
evoquer l’orientation induite par la diagonalisation de D, ou simplement l’orientation induite par 
D. 

Dans l’orientation induite par D, on note £, les composantes du vecteur ^ et Sij = celles du 
support S£. Les support des etats propres, les supports propres , sont simplement les elements en de 
la base canonique de A. Par le lernrne 1.23 si deux etats purs uq, lo 2 ne coincident pas sur l’ensemble 
des supports propres alors ils sont a une distance infinie. En composantes, cj^(eu) = Tr (s^eu) = |^| 2 , 
ce qui permet de caracteriser facilement des couples d’etats a distance infinie. 

Corollaire 2.5. Si |£j| 7 ^ |C?:| pour au moins une valeur de i alors d(u>^,uj^) = +00. 


II.2 L’exemple de M 2 (C) 

Pour n = 2, l’espace des etats purs CP 1 est isonrorphe a la sphere S 2 . Un isomorphisme explicite 
est donne par la projection de Hopf qui a tout vecteur complexe £ de dimension deux norme a une 
phase pres associe le point pg de S 2 - vue comme une surface dans M 3 - de coordonnees cartesiennes 


= 2Re(66), Vi = 2Im(66) et = |6| 2 - |6| 2 - 


( 2 . 10 ) 
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On dira que deux etats u>g, uj^ sont de meme altitude quand zc = z^. L’altitude est une car- 
acteristique intrinseque d’un etat dans l’orientation induite par D. En effet si £* sont les composantes 
de £ dans une base propre {V'j} et u un unitaire, puisque 


io^(a) = (£, a£) = (u£, uau* u£), 


les composantes de £ dans l’orientation induite par la base {uipj} sont £L = On suppose que 

les deux valeurs propres D\, D -2 de l’operateur de Dirac sont distinctes (sinon D est proportionnel 
a l’identite et les distances sont toutes infinies) et que u commute avec la forme diagonale de D , 


u = 


e i(h 

0 



( 2 . 11 ) 


ou 0i,02 G [0, 27 t]. Alors ^ = e* ei ^i, £' 2 = e® 6 * 2 ^ et l’altitude de dans l’orientation induite par 
{u'lpj} est zg = l^l 2 — |^| 2 = z c- Ainsi on peut legitimement esperer que l’altitude soit une donnee 
pertinente pour caracteriser les proprietes metriques des etats purs. C’est effectivement le cas. 

Proposition 2.6. Deux points de la sphere S 2 d’altitude differente sont a une distance infinie. En 
particuhers les poles sont des points isoles. 


Preuve. Les deux etats propres de D correspondent aux vecteurs 


et 


qui par fl2.10|) sont envoyes sur les poles de la sphere (points de coordonnees (0,0,1) et (0,0,—1)). 
Par le corollaire |2.4| , ces points sont a distance infinie de tous les autres. Si maintenant deux points 
(x'£, y^. z^) et (x^, y^. Zq) ne sont pas de meme altitude, par definition de z on a necessairement 


|£i| / |Ci| ou/et |^ 2 1 |C 2 1- Le resultat est alors immediat par le corollaire 2.5 


Le vecteur representant a u {uj^) est £ = u de composantes £* = e l6i ii- Le point de S 2 associe 
p ^ a pour coordonnees 


/ Xg \ 

\ z i ) 



( 2 . 12 ) 


ou 0 = 0i — 02- Autrement dit pour deux points quelconques p^, pc de S 2 et leur image pg, p^ par 
la rotation ( 2.12 ), la proposition 1.29| assure que 


dips, Pc,) = d(p^p^). 

La geometrie (M 2 (C), C 2 , D) munie la sphere S 2 d’une metrique invariante par rotation d’axe z, 
cet axe etant determine de maniere non ambigiie par la diagonalisation de l’operateur de Dirac. 
Les symetries mises en place dans le chapitre precedent ne suffisent pas a determiner completement 
cette metrique, il faut entreprendre des calculs explicites qui ici ne sont pas difficiles. 


Proposition |2.6| ’. La distance entre deux etats purs est finie si et seulement si Us sont 

de meme altitude. Alors la distance non commutative est la distance euclidienne sur le cercle a un 
facteur multiplicatif pres 
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Le result.at. est exprime de maniere equivalente, au niveau algebrique, par 


m.. s = 2 C) o / i-lfcQi 2 

( 6 c) "V IDi-^ 21 2 ' |I>i-L» 2 | 2 - 


Preuve. Dans la base qui diagonalise D on note a^- = dji les composantes de a (a est pris autoadjoint 
en vertu du lemme 1.24). Si et ne sont pas de meme altitude alors la distance est infinie. On 
suppose done que = z^. Comme en outre |£i| 2 + |^ 2 1 2 = 1 = |Ci| 2 + |Ca| 2 , cette condition impose 
que |£i| = |Ci| et (£ 2 ! = |C 2 1• On prend distinct de done |£i| / 0. Le vecteur £ n’etant defini 
qu’a une phase pres, on suppose que £1 £ M* + . Alors 


s i~ s C = 


_0 _ £1(6-C2) 

£l(£2-C2) 0 


(2.13) 


et 


K(a) - w c (o)| = |Tr((s ? - s c )(o))| = |2£iRe (a i2 (£2 - £ 2 ))! < 2£i|ai 2 ||£ 2 - C 2 1- 
Un rapide calcul indique ||[D,a]|| = |ai 2 ||.Di — D 2 \ d’ou 

2 




r6l6 - C2I, 


\d 1 -d 2 \ 

cette borne superieure etant atteinte par n’importe quel element a tel que 

2 

et arg(ai 2 ) = - arg(£ 2 - £ 2 ). 


«12 = 


|Di-D 2 | 


II suffit alors de remarquer que £i|£ 2 — C 2 I = + We, ~ x ( ~ W(\ = \J(%£ — x^) 2 + (y^ — y^) 2 pour 

obtenir le resultat. 

En calculant 


Tr((s $ - s f ) 2 ) = Tr(s ? + s f - s e s f - s c s ? ) = 2 -2|(£,£)| 2 

explicitement a l’aide de (|2.13|) , on trouve que £i|£ 2 — C2I = \/1 — KC? C)| 2 > d’ou la seconde expression 
de la proposition. ■ 


III Espace a deux points 


Pour N = 2 l’espace le plus simple correspond a l’algebre A = M n ( C) © C representee par une 
matrice diagonale par bloc sur TL = C n © C 


a = 


x 0 \ 

0 y J ’ 


(2.14) 


avec x £ M n { C) et y £ C. A noter que cette definition de la representation n suppose qu’une base 
{t/jj} de H est deja fixee, modulo un unitaire du type 


U = 


u 0 \ 

0 e ie ) ' 


(2.15) 


En effet rien ne garantit que dans d’autres bases a soit toujours represente sous une forme diagonale 
par bloc. Pour une definition intrinseque de 7 r, il faut se donner une Z 2 -graduation x de C n+1 , e’est 
a dire un operateur qui laisse globalement invariant deux sous espaces H n et TL 1 de TL de dimension 
respective n et 1. 7r est alors definie comme la somme directe de la representation fondamentale 
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de M n { C) sur H n et de C sur Hi. Contrairement a l’espace a un point oil la representation est 
surjective, l’orientation induite par la diagonalisation de D n’est pas pertinente car dans une base 
qui diagonalise l’operateur de Dirac, repetons le, a n’est plus forcement de la forme (|2.14|) . En clair, 
il faut considerer que D est une matrice autoadjointe quelconque, ou abandonner l’aspect diagonal 
par bloc de la representation. Dans les deux cas la determination du supremum dans la formule 
de la distance reste ardue. La prise en compte des axiomes de la geometrie non commutative, en 
restreignant le choix de l’operateur de Dirac, permet de mener les calculs a terme. 

III. 1 Triplet spectral et orientation 

Trois des axiomes.relatifs a l’analyse fonctionnelle, sont systematiquement verifies par les 
triplets spectraux finisEl La dualite de Poincare est discutee de maniere generale pour les triplets 
finis dans la derniere partie de ce chapitre. Restent la realite, la condition d’ordre un et l’ori- 
entabilite. Puisque la dimension spectrale est nulle, il faut montrer qu’il existe (realite) un operateur 
antilineaire J = J* = J~ 1 de H dans lui-meme tel que J 2 = I, [a, JbJ~ 1 ] = [J, T] = [J, D\ = 0. 
Tout element de Co(.4, AigiA 0 ) est un cycle. Les generateurs de Zq{A,A®A°) sont les elements de 
A®A°. Il doit done exister a 1 , bi dans A tels que (orientabilite) la graduation s’ecrive T = a l JbiJ~ 1 . 
Enfin l’operateur de Dirac satisfait (condition du premiere ordre) [[D, a], JbJ^ 1 ] = 0. Rappelons 
que par definition la graduation commute avec A et anticommute avec D. 

Si H — C n+1 , J apparait comme une matrice unitaire composee avec la conjugaison complexe, 
J = U o c. La relation de commutation [a, JbJ~ l ] = 0 s’ecrit [a, UbU*] = 0 ce qui ne peut etre 
vrai pour tout a et b puisque l’algebre n’est pas commutative. En revanche si A est representee sur 
H = M n . i-i (C) par simple multiplication matricielle, alors un J possible est l’operateur d’involution 
puisque J 2 = I, 

[a, = aJbJ^ lr tp — JbJ~ 1 a'if) = aJbi/j* — Jbi^*a* = aipb* — aipb* = 0 

et on verifie, pour n’importe quel operateur de Dirac, 

[[D, a], JbJ~ l ]iP = [D, al'ipb* - [D, a]#* = 0. 

Pour que [D, J] = 0, on peut prendre 


Dif) = A'i/) + i/jA 


ou A = A* G M n+ i(C). En effet [D, J]ip = Di\f — JDiJj = A ijj* + ip* A — J( Aif) + ipA) = 0. 

Concernant la graduation, le choix le plus simple est de prendre bi = a 1 = 0 sauf b\ = a 2 = I et 
a 1 = b '2 = K ou 


A '=( 0 

n’est autre que la graduation de C n+1 . Ainsi Ftp = 
avec tout a G A, on verifie que 


0 

-1 


Kip + ipK et [r, J] 


0. Comme K commute 


[r, a]ip = Faip — arV' = Kaip + aipK — aKip — aipK = 0. 


Enfin, 


(Dr + TD)ip = D{Kip + ipK) + r(A ip + ip A) = (A K + KA)ip + ip(AK + KA) 
est nul pour tout ip si et seulement si (A K + K A) = 0. A s’ecrit done, selon la graduation de C n+1 , 


A = 


0 n m 
m* 0 
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oil m un vecteur non nul de C n . 

A priori, representer l’algebre sur M n+ i(C) ne facilite pas le calcul de la norme du commutateur 
[D, a], Cependant la norme d’operateur sur M n+ i(C) est egale a la norme d’operateur sur C n+1 E H si 
bien que, pour le calcul des distances, tout ce passe comme si on travaillait avec le triplet spectral 
(A,H = C n+1 , A) au lieu de (A, M n+1 (C), D). 


L’ensemble des etats purs de A est bunion de V(M n (C)) avec l’etat lo c de C. La correspondance 
entre un etat de V(M n (C)) et les composantes du vecteur £ e CP" -1 -1’orientation de CP”^ 1 
- est fixee par l’operateur de Dirac de la maniere suivante. On suppose que 


D 


m 


= 1 


car diviser D par une constante revient a multiplier les distances par cette meme constante. En 
notant ei le premier vecteur de la base canonique de C n , il existe un operateur unitaire v S M n (C) 
tel que 

vm = e\. 


On appelle orientation induite par D le choix de la base {Vi/jj} oil V est la matrice du type (2.15) 
correspondant a v. Dans cette base a est toujours diagonal par bloc et D s’ecrit 


D = 


0 e\ 
0 


(2.16) 


Cette base n’est pas unique. Dans toute base se deduisant de {Vipj} par un unitaire U du type 


(2.15) commutant avec D, la representation est diagonale par bloc et l’operateur de Dirac s’ecrit 
UDU* = D. Comme dans l’espace a un point, les orientations induites par ces choix de base sont 
toutes equivalentes pour le calcul des distances, on peut done sans ambigiiite parler de l’orientation 
induite par D et la representation, ou plus simplement de l’orientation induite. A la difference du 
cas a un point, le choix de l’orientation fait intervenir non seulement l’operateur de Dirac mais 
aussi la representation car la preservation d e Q2.14D ne va pas de pair avec la preservation de ( 2.16 ), 
e’est a dire, tout unitaire commutant avec ( |2.16|) n’est pas necessairement du type ( 2.15 ). 


III.2 Distances 


Dans l’orientation induite, les vecteurs propres orthonormes a une phase pres de D sont 

ou ej, j = 2...77. sont les vecteurs de la base canonique de C n . Ils correspondent aux valeurs propres 
Ai = 1, A n +i = —1 et A j = 0 et les projecteurs propres s’ecrivent 



en ei 

e! 1 


1 

j Pn +1 — ~ 


en -ei 

-el 1 


> Pj 


e n 0 

0 0 J 


ou {eij} est la base canonique de M„(C). La difference essentielle avec l’espace a un point est 
que seul pj appartient a l’algebre. Les etats propres et T^ n+1 sont bien des etats de A mais ne 
sont pas purs. On pourrait y voir une contradiction avec les conclusions de la section 1.3 ou il est 
indique que tout etat d’une !E*-algebre de dimension finie est normal, done de support inclus dans 
l’algebre. En fait p\ est le support de r^, 1 vu comme etat (pur) de M n+ i(C), de meme pour p n+ \. 
Les supports de et T^ n+1 vus comme etats de A coincident et valent 


Pi = Pn+l 


en 0 \ 

0 1 J 
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qui appartient bien a A et n’est pas de rang 1. Le projecteur propre pj quant a lui est bien support 


d’un etat propre pur qui, par le corollaire 1.25, est a une distance infinie des autres etats purs. Bien 


que n’etant pas un support d’etats purs, p[ verifie l’equation ( |1 .2 1| ) a une constante multiplicative 
pres : p\ap\ = 2 r^ 1 (a) (on utilise la notation 2.9 pour les etats). On peut considerer ’’presque 
comrne” un etat pur et penser qu’il est aussi a distance infinie des autres etats purs. C’est un cas 
particulier du au fait que ip i, tout comme ip n +i, projette sur deux directions ip, ip' en somme directe 
par rapport a l’algebre (i.e. il n’existe pas d’element a de l’algebre pour lesquels (ip, aip') serait non 
nul). Pour des questions plus generates sur les liens entre metriques sur les etats purs et metriques 
sur les etats, on renvoie a |5iJ . 

Avoir selectionner grace aux axiomes un operateur de Dirac simple permet d’exprimer facilement 
sa norme, puis de calculer les distances, en dimension n quelconque. On note £, les composantes 
d’un vecteur £ de CP n_1 dans l’orientation induite. 

Proposition 2.7. Si sont tels que fj = e te (j pour tout j £ [2,n], 


d{uz,u c) = t]— Try/i ~ |(£,C)| 2 - 


\m 


Par ailleurs w c est a distance infinie de tous les etats purs excepte u ei et 

1 


d(uj c ,u ei ) = 


\m\ 


Preuve. Soit a = x © y £ A autoadjoint en vertu du lemme 1.24 , x-ij les composantes de x et s 13 
celles de s 5 - - QC.j- 


[D,a\ = 


0 (yin - x)ei 

e\(x-yl n ) 0 


est nul si et seulement si, pour tout i £ [2,n], 

xu = y et xu = 0. (2.17) 

Deux etats purs et lo^ coincident sur l’ensemble des elements commutant avec D lorsque 

oj^(a) — io^(a) = co^(x) — co^(x) = Tr((s^ — s^)x) = s^Xji = 0 (2.18) 

pour tout a remplissant les conditions (|2.17| ) . En particulier si 

y = x n = xu = xu = 0 et Xij = 5 ik 6ji (2.19) 

ou k,l sont deux elements fixes dans [2,n], alors ( |2.18 ) se reduit a 


s kl = 0. 


( 2 . 20 ) 


On obtient une equation de ce type pour tout couple d’indice k, l £ [2, n]_. En designant par £, ( les 
vecteurs de dimension n — 1 de composantes £*,, Cfe, ( 2.20| ) indique que ||£|| = ||£||. II existe done un 
facteur de phase 9 tel que £ = e l8 (, ou encore 


6c = e ld Qk 


( 2 . 21 ) 


En consequence si lo £ et lo^ ne satisfont pas ( 2.21 ) pour tout k £ [2,n], ils ne coincident pas sur V 
et par le lemme 1.23| , d(ia^,LU^) = +oo. 
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Si |£j| = |Cj| pour tout j £ [2,n], alors |£i| = |Ci| puisque ||£|| = ||£|| = 1- Done s 11 = 0. De plus 
sA = et s*- 7 = 0 pour i, j £ [2, n], d’ou 

u^(a) — cu^(a) = a'ixji = 2Re (s lj Xji) 

ou la somme porte de j = 2 a n. On note S et X les deux vecteurs de C n_1 de composantes 
respectives s jl , xj \. Par l’inegalite de Cauchy-Schwarz, 

|c^(o) -w c (o)| < 2|(S,X)| < 2||5|| 11X11 . (2.22) 


D’autre part 

\\[D,a\\\ = \x u -y\ 2 + \\X\\ 2 . (2.23) 

722), 

d(u£,U() < 2 || 5 || . 

Cette borne superieure est atteinte par tout a du type y = xn et X = Pour conclure, il suffit 
de remarquer, comme a la fin de l’espace a un point, que 

n 

^'((^-oc) 2 ) = ^ S i V i = ^j = 2”2|^ 1 | 2 = 2||S|| 2 . 

i,j =1 

= 2-2Tr( S? s c ) = 2-2|(e,C)| 2 

et de multiplier par ||D|| = ||m|| . 

En considerant u c plutot que (|2.1gj) devient 

V((a) - u; c (a) = uj£(x) - u c {y) = Tr(s^x) - y. 

Pour des elements du type (|2.19|) on obtient ||^|| = 0. Autrement dit £ est colineaire a e\. Si tel 
n’est pas le cas alors lo c et ne coincide pas sur les elements commutant avec D done la distance 
est infinie. 

Pour finir Lo ei (a) — Lo c (a ) = x 11 — y. En vertu de ( [2.23|) , d(u} ei ,ui c ) <1, ■ 


Inseree dans ( 


Appliquons ces resultats a M2(C) © C. L’espace des etats purs est bunion disjointe de la sphere 
5 2 et du point uj c . Le point isole correspond au vecteur 

0 
1 

qui, par la fibration de Hopf, est envoye sur le pole sud (0,0, —1) de la sphere. Le point correspondant 
a u ei est le pole nord, et e’est le seul point qui se trouve a distance hnie de oj c . Les conditions sur la 
finitude des autres distances sont identiques a celles du cas a 1 point et on retrouve que la distance 
sur des plans de merne altitude est, a une constante pres, la distance euclidienne du cercle (selon 
|50|| , on peut rendre hnie la distance entre plans d’altitude constante en agrandissant l’espace de 
representation). 

A noter que l’ajout du point u c donne un sens a l’orientation induite. Dans l’espace a un point 
rien ne permet de distinguer les deux points isoles, tandis que dans l’espace a deux points le pole 
sud est par definition bunique point isole. 

D’autres espaces a deux points du type M p ( C) © M q (C) ne sont pas etudies ici, pas plus que les 
sommes de plus de deux algebres comprenant au moins une algebre non commutative car les calculs 
deviennent rapidement impraticables. En revanche les sommes d’algebres commutatives constituent 
une classe d’exemples interessants. Leur etude est l’objet du reste de ce chapitre. 
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IV Espaces finis commutatifs 


Un espace fini commutatif de n points est decrit par un triplet spectral (A,H,D) oil A = ® C 

1 

est represente sur 7i = C n par les matrices diagonales 


A 3 a = 


( a\ 0 
: a 2 

V 0 ... 


0 \ 


/ 


avec a,i G C. Cependant on sait (lemme |1.24|) que pour les calculs de distance on peut supposer 
que les a* sont des reels positifs. Pour simplifier les calculs on se limite aux operateurs de Dirac a 
entree reelle. Conmre D n’intervient qu’au travers du commutateur \D,a\, on peut sans perte de 
generality supposer qu’il est de la forme : 


/ 0 D \2 

D \2 D 23 


D = 


Din 

0 


\ 


D 2 3 0 


\D 


In 


Dn- 


n—l,n 


Dn—l^n 

0 


avec Dij G 


L’espace des etats purs est compose de n fois l’etat pur u c de C. Si ui c l designe la i eme occurence 
de lo c , on a 

U>c(a) — CLi- 

Pour alleger les notations on ecrit cette equation i(a) = at, de sorte que la formule de la distance 
devient 


d(i,j)= sup { \ai — a,j\ / || [D, a]|| =1}. (2.24) 

a&A+ 

D s’interprete conmre la matrice d’incidence d’un reseau@ : deux points i and j sont relies d’un 
trait si et seulement si l’element de matrice correspondant D l3 n’est pas nul. Par exemple un espace 
de quatre points avec D 13 = D 2 a = 0 est represente par le graphe cyclique 


1 


2 


4 


3 


Un chenrin 7 ij est une suite de p points distincts (i,i 2 , —,ip- 1 , j) tels que 

Di k i k+1 A 0 P our tout k e {1 ,p- 1}. 

Dans l’espace commutatif de deux points l’unique distance est 


d( 1 , 2 ) = 


\Dn\' 


Ainsi il est naturel de definir la longueur d’un chenrin 7 ^ par 


l( A ij) = 


p -1 1 

E —- 

k=1 \ Di k i k+1 
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Deux points i.j sont dits connectes lorsqu’il existe au moins un chemin 7 ^. La distance geodesique 
Lj 3 est par definition la longueur du plus court chemin reliant 7 ^. 

Proposition 2.8. 1) Soit D' Voperateur obtenu en annulant une ou plusieurs lignes, ainsi que les 
colonnes correspondantes, de Voperateur D et d' la distance associee. Alors d’ > d. 

2) La distance entre deux points i et j ne depend que des elements de matrice 
correspondant a des points situes sur un chemin 7 ij. 

3) La distance entre deux points est finie si et seulement si Us sont connectes. 

Preuve. 1) Soit e G A tel que ej = 0 si les i eme lignes et colonnes sont annulees, e* = 1 autrement. 
e est un projecteur qui commute avec A ainsi qu’avec D' = eDe. Des lors ||[D / ,a]|| < ||[D,a]|| et 

sup {|ai - aj | / ||[D,a]|| < 1} > sup{|oj - aj \/ ||[L> , ,a]|| < 1 }. 

2 ) Soit Tij le graphe associe a l’ensemble des points appartenant au moins a un chemin 7 y, et 
Iij l’ensemble des points qui n’appartiennent a aucun chemin 77 . Tout point de 1^ est connecte a 

par au plus un chemin. Pour un element l de I t j, il existe au plus un point mi G Tij tel que l 
et mi soient connectes par un chemin 7 dont tous les points (excepte mi) sont dans I t j . Soit D' 
l’operateur obtenue en annulant toutes les lignes et colonnes correspondant aux points de 1 ^, et a' 
Pelement qui realise le supremum pour la distance d!. Soit a G A defini par a p = a' p , sauf pour les 
points de Iij ou l’on pose a\ = a mi ou ai = 0 si mi n’existe pas. Alors 

[D, a] = {dij(ai - aj)} = [ D', a] 

et d(i,j) > d'(i,j). D’apres 1), d(i,j) < d'(i,j) d’ou le resultat. 

3) Supposons que i et j soient connectes. II existe au moins un chemin 7 jj = (i,i 2 , ...,ip-i,j) 
dont la longueur est la distance geodesique . Soit D' l’operateur obtenu en annulant les lignes 
et colonnes ne correspondant a aucun point de 7 , 7 . Alors d(i,j) < d'(i,j). L’inegalite triangulaire 
indique que 

p —1 p-1 | 

d {iij) iL Ed (ik, ik+i) — E —— r — Lij. 

k=1 k=1 

La distance d(i,j) est plus petite que la distance geodesique, done elle est finie. Quand i et j ne 
sont pas connectes, on definit a par a* = t > 0 , = ai si k et i sont connectes, = 0 autrement. 

Alors [D,a] = 0 et |a.; — aj\ = t. Puisque t est arbitraire, d(i,j) est infinie. ■ 

Afin de simplifier les notations, on pose 

a ij = aj — ai et x = 02 1 , X{ = aj+iq, 2 < i < n — 1. (2.25) 

Dans les espaces de n = 3 et n = 4 points, ces notations se reduisent a 

y = 031 and z = 041 . (2.26) 


IV. 1 Espace regulier 

Un espace commutatif de n points est dit regulier lorsque tous les coefficients de Poperateur D 
sont egaux 


Dij = k{ 1 — Sij) , k G M. 
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Proposition 2.9. 1) La distance entre deux points i,j d’un espace regulier de constante k est 

d(i ' i] = w\\l- 


2) Si le lien entre deux points i\, A - et uniquement ce lien- est coupe, D qj 2 = 0, 


alors 


1 


d ( h , 12 ) = ttt 


\k\ V n — 2 


Preuve. Un espace regulier est symetrique par rapport a toutes les permutations d’indices. Toutes 
les distances sont egales et pour fixer les notations on calcule d( 1, 2). De meme lorsque un lien est 
coupe, on peut sans perte de generalite poser i\ = l,i 2 = 2. D l designe l’operateur obtenu de D en 
posant D ]2 = 0. Pour D comme pour D 1 , ( |2.24 ) et ( 2.25 ) donnent 

d( 1,2)= sup { |x| / || [D ou D', a]|| = 1}. (2.27) 

£X£./4.-|- 

Pour calculer cette distance, il faut d’abord calculer la norme du commutateur pour ensuite 
determiner le supremum. 


n n 

Lemme 2.10. || [D, a] || 2 = \k \ 2 E E a?- = \k \ 2 

i=l j=i+l d 


71—1 / 71—1 

x 2 + S ( xf + (x — X{) 2 + E (xi — xA 2 

i=2 \ j=i+l J 


\\[D',a }\\ 2 = 


\kl 

2 


£ £ a-, + 

i=lj=i-\-l J 


-( 1 . 2 ) 


\ 


(£ £ a 2 -) 2 — 4aj 2 £ £ a ;? 

\=lj=i+l l J y lz i=3 j=i+l 13 

-( 1 . 2 ) 

n— 1 


n —1 

£ ( x'f + (x — Xi) 2 + E (xi — xA‘ 

i= 2 \ 3=»+l J 


+ 


. 71—1 / 71 — 1 \ 71—1 71—1 

(,=2 ( X i + ( X ~ Xi ^ ~ * J ') 2 J ) 2 - 4x2 i = 5 +1 (*< “ ® j ) 2 


Preuve. C = i[D,a\ est une matrice carree de dimension n 

( 0 ia\2 \ 


C = k 


i-a 21 


V 


0 / 


et de rang < 2 puisque son noyau est genere par les (n — 2 ) vecteurs independants 

A fc = (— 

«21 «21 

ou 1 est a la k ieme position, 3 < k < n. De plus C est une matrice autoadjointe de trace nulle; elle 
a done deux valeurs propres non nulles ±A. Autrement dit A = et un calcul direct donne 

Hn n = 

A = k* £ E (an) 2 . Ainsi 

\i=i j= i + P 13 ' 


ll[Ao]|| = ||i[D,a]|| = |A| = |*|t E 11 (ay) 2 , 

1=1 J=l +1 


J n—1 7i—l 7i—l 

x 2 + £ x 2 + £ £ (xi - Xj ) 2 . 


i=2 


z=2 jf=z+l 
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Soit C 7 = i[D\ a] la matrice carree de dimension n 



( 0 

0 iai 3 

\ 

-sa 

II 

b 

0 

0 

i&ij 


ia 3 i 




V 

idji 

o / 


et de rang < 4 puisque ker(C' ) est genere par les (n — 4) vecteurs independants 

A' j , = (0;0;^;2S;0|...;1|...;0) 

a 43 a -43 

ou 1 est a la p lcme position, 5 < p < n. Puisque C' est autoadjointe et que C' = — C', la matrice C 
a quatre valeurs propres reelles ±Aj, ±A 2 et son polynome caracteristique est 

x ( c ') = x n ~ 4 ( x 2 - a; 2 )(x 2 - a' 2 2 ) = x n - (a ; 2 + A' 2 2 )x n - 2 + a'^a'/jt 1 - 4 . (2.28) 


Par calcul direct il vient 

Ai 2 + A ' 2 2 = \Tr(C' 2 ) = k 2 S E (a^) 2 . 

Z i=lj=j+l 

-( 1 , 2 ) 

Le coefficient en X n ~ 4 est la somme des mineurs de C' de degre 4. Un mineur M( 1, k, l,p ) forme de 
la premiere (ou la seconde) colonne, de trois autres colonnes k,l,p ^ { 1 , 2 } et des lignes associees 
est egalement un mineur de C. Comme C est de rang < 2 , ses mineurs de degre superieur a 2 
sont nuls et M(l,k,l,p) = M(2,k,l,p) = 0. II en est de meme pour les mineurs M(q,k,l,p ) avec 
q ^ { 1 , 2 }. Au final, les seuls mineurs non nuls sont 


M(l,2,l,p) = k 4 Det 


( o 

0 

ian 

iciip \ 



0 

0 

ia2i 

iCL2p 

= k 4 Det 

&11 C^lp 

ian 

ia-12 

0 

icilp 

\ 

&21 &2p 

\ idpi 

ia P 2 

a p i 

o ) 




- l A a 2 a 2 

— * «21 a pl- 


L’addition de ces mineurs donnent 


., 2 . / 2 2 A 

Ai A 2 = cti 2 E 4 J 1 ,'V 

1=3 p=l -\-1 


E a„ i. 


On peut resoudre (|2.28|) et obtenir 




( 

n n 


\ 

n n 

n n 

E E a 2 ,- + 

( S £ a 2 ,) 2 

-4a 2 2 .EI E1 a?- 

2=0J=2+l J 

2=1^=2+1 J \ 

2=1 J=2+l J 

V - (1 ' 2) \ 

-( 1 , 2 ) 

/ 


□ 


Lemme 2.11. Dans I’espace regulier, le supremum des x dans ( 2.2 r i ) est atteint lorsque tons les 
Xi sont egaux. 


Preuve. On pose 


Tl — 1 

f(x,x 2 , ...,x n -i) = x 2 + E xj + (x - XiY + E E ( Xi-XjY 

i =2 i=2j=i+l 


n—1 n— 1 


Supposons que ( x,X 2 , ...,x n _i) £ M n 1 realise le supremum, c’est a dire 


f(x,x 2 , ...,x n _i) = — 2 et d( l, 2 ) = |x| 
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Alors 

- x est positif : / est globalement paire, on peut done choisir x positif. 

- Xi < Vi E {2— 1} : supposons que p des Xi soient plus grands que | et designons 
les de maniere generique par x p . Soit maintenant le (n-l)-uplet on les x p sont remplaces par |. / 
decroit car 

x 2 p + (x-x p ) 2 >^ + (x-|) 2 
et 

(Xi - X p ) 2 > (Xj - |) 2 . 

Fixer les valeurs des autres x t permet de voir / comme fonction de la seule variable x, 


/(x) = x 2 + p{^-) 2 + Ex 2 + p{x - ^) 2 + E(x - Xi f + Ep(^ - Xi) 2 + ££(xj 

A i A i i A i j 

dont la derivee est 

/'(x) = 2 x + 2 px + 2 E(x - Xi) + Ep(^ - Xi). 

i i A 

Puisque x* < | < x , 

/(x) > 0 



des que x > 0. / est continue et lim f(x) = +oo, done il existe xo > x avec /(xo) = ttW- Ceci 

X —KXD I'M 

signifie que le n-uplet initial en x p n’atteint pas le supremum en contradiction avec l’hypothese. 
Par consequent p = 0. 

- Xi > 0 pour tout i E {2, ...,n — 1} : en remplacant x* < 0 par la preuve est identique au 
paragraphe precedent. 

- Tous les Xi sont egaux : soient A et A les deux plus petites valeurs des Xj, choisies telles que 
A < A. A = A signifie que tous les Xj sont egaux. Si A ^ A, alors 


0<A<A<Xj< — , Vz E {2,..., n — 1}. 


Supposons que m des x* soient egaux a A. La somme sur tous les x* / A donne : 


/(x, X 2 , •••, x n _i) = x 2 + m\ 2 + Ex 2 + E(x — x *) 2 + m(x — A ) 2 + Sm(A — Xj) 2 + E(x* — x,) 2 . 

i i i i,j 


En fixant les valeurs des Xi ^ A et en considerant A non plus comme une constante mais comme la 
valeur de la variable x m j n , / apparait comme une fonction f m de deux variables x rnin et x. II vient 


dfn 

dx m 


"(Xmim x) — 2TYlX m i n -p ‘2 l fl'l{x rn i rL x) E2 TYl(x m i n Xi). 


Comme 


pour x rnin E 


dfm 

dx m i n 

[A, A[, on a f m ( A,x) < f m ( A,x) = 


{Xmin: 



x) < 0 
De plus 


f 

m (A, x) = 2x + 2m(x — A) + E2(x — xA > 0, 

OX i 

done il existe xo > x tel que f m (x o,A) = ce qui contredit notre hypothese. Par consequent 
A = A. □ 


Preuve de la proposition j2.9j 
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1) Grace au lemme 2.11, Xi = X 2 pour 2 < i < n — 1 . La condition sur la norme de l’equation 
( 2.27] ) s’ecrit 

2 (n - 2 )x\ + [ 2(2 - n)x\x 2 + [(n - l)x 2 - = 0 . 

Ce polynome en x 2 n’a pas de solution reelle sauf si 

|x| - \k\^7i' 

Cette borne superieure est atteinte lorsque 

x 1 [2 

X2 ~ 2~ 2\ jfe[V n 

2) Posons 


hi(x,Xi) 


n— 1 n—1 n— 1 

£ x 2 + (x - Xi) 2 , ho(xi) = £ £ (Xi — Xj ) 2 , 

i=2 1 i= 2 j=i +1 J 

g(x,Xi ) = hi(x,Xi) -2x 2 . 


Par le lemme 2.10 


II a l II — + /io + y^/i 2 + /ig + 2g.liQ^ . 


(2.29) 


Soit xo = sup {.'c//ii(x, Xj) = ttW}. Comrne g et 7i 0 sont tous deux positifs, (4.6) implique 

d(l,2) < xq. En repetant toute la procedure du lemme 2.11 on trouve que cette borne superieure 
est atteinte lorsque tous les X{ sont egaux et xq = pq \[~^P 2 - ■ 


Ces deux exemples ne doivent pas laisser croire que les distances dans les espaces finis sont toujours 
explicitement calculables. C’est le cas pour n = 3 rnais pas pour n = 4. 


IV.2 Espace a trois points 

On considere un espace de trois points avec comme operateur de Dirac 

/ 0 Di 2 Di3 \ 

D = j D \ 2 0 D 2 3 I 

\ Di 3 D 2 3 0 J 

ou Dij E R. Par permutation des coefficients on obtient toutes les distances a partir de d{ 1,2). 
Proposition 2.12. Dans un espace a trois points avec Voperateur de Dirac ci-dessus, 


d{ 1 , 2 ) 


Dj 3 + D 


2 

23 


-^12-^13 A A)yjD 2 :A + D 2 3 D~ v 


12-^23 


' 23-^13 


Preuve. L’equation (2.24) et les notations ( 2.26|) donnent 



( 0 

-D 12 x 

-Dl3U \ 

d( 1,2) = sup {x / || [D, a] || = 

Di 2 x 

0 

D 2 3 (x-y) 

cl£A-\- 

\ D 13 y 

D23(y - x ) 

0 / 





















60 


CHAPITRE2. ESPACEFINI 


Un calcul direct donne 


II [A a] || = V D 23 (x - y) 2 + D 13 y 2 + D 12 x 2 . 

d( 1,2) est la plus grande valeur de x pour laquelle il existe un point ( x,y ) appartenant a l’ellipse 


( D 23 + ^ 12 )® 2 + ( D 13 + D 23)y 2 - 2D 23 X V = L 


(2.30) 


d( 1, 2) est la valeur positive de x pour laquelle l’equation en y ( 2.3C ) a un discriminant nul, c’est a 
dire 


x = 


^13 + ^23 


D 2 2 D 2 3 + D 2 2 D 2 ^ + D 2 ,D 2 fi 


12-^23 


'23-^13 


Les trois distances verifient une inegalite triangulaire ”au carre” 

d(l, 2) 2 + d( 2 , 3) 2 > d{ 1,3) 2 , 


(2.31) 


ainsi que deux autres inegalites obtenues par permutations des indices. Disposant d’une formule 
exacte pour chaque distance d’un espace de trois points, on peut raisonnablement se demander s’il 
est possible d’inverser la metrique pour remonter a l’operateur de Dirac. Plus exactement, etant 
donnes trois nombres positifs (a, b, c) verifiant ( p.31 ), existe t-il une geometrie dans laquelle (a, b, c ) 
sont les distances d’un espace commutatif de trois points ? 


Proposition 2 . 13 . Soient a,b,c trois nombres reels strictement positifs qui verifient a 2 + b 2 > 
c 2 , b 2 + c 2 > a 2 , a 2 + c 2 > b 2 . II existe un operateur D tel que d{ 1, 2) = a, d{ 1,3) = b, d{ 2, 3) = c. 
Les coefficients de D sont 


P>12 = 


2 (b 2 + c 2 - a 2 ) 


(a + b + c)(— a + b + c)(a — b + c)(a + b — c) ’ 

D 13 and D23 sont deduits par permutation de a, b, c. 

Preuve. En posant -jyr = R12, 7527 = -R 23 , -j^r = ^ 13 , la proposition 2.12 donne 


+ 


d( 1,2) 2 R12 R23 + R13 

d{ 1, 2) 2 apparait comme la resistance electrique entre les points 1 et 2 du circuit en triangle. Trouver 



le coefficient Dij signifie determiner trois resistances Rk p induisant une impedance d(i,j) 2 entre les 
points i,j. Un resultat classique d’electricita=3 precise que le circuit en triangle est equivalent au 
circuit en etoile (ri,^,^) ou 


R\2 = —(nr 2 + rir 3 + r 2 r 3 ), 
r3 


(2.32) 
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i?i 3 et R 23 ayant des formules analogues obtenues par permutations des indices. Dans le circuit en 
etoile, 

d(l,2) 2 = n + r 2 , 
d( 1,3) 2 = n + r 3 , 
d{ 2,3) 2 = r 2 + r 3 

d’ou 

2r, = d(l, 2) 2 + d(l, 3) 2 — d(2, 3) 2 , 

2r 2 = d(l, 2) 2 + d(2, 3) 2 — d(l, 3) 2 , 

2r 3 = d(l, 3) 2 + d(2, 3) 2 — d(l, 2) 2 . 


Insere dans (2.32) ce systeme d’equations conduit a 


D 12 = 


2(d(l, 3) 2 + d(2,3) 2 — d(l, 2) 2 ) 


2(d(l, 2) 2 d(l, 3) 2 + d(l, 2) 2 d(2,3) 2 + d(l, 3) 2 d(2,3) 2 ) - d(l, 2) 4 - d(l, 3) 4 - d(2, 3) 4 ' 


IV .3 Espace a quatre points 


Calculer les distances dans un espace de n points est une tache sans fin. Le calcul de la norme 
du commutateur n’est a priori plus generiquement possible des que n > 10 ([ D , a] etant une matrice 
antisymmetrique reelle, son polynome caracteristique est alors d’ordre 5 et il n’y pas de formule 
explicite pour les racines des polynomes de degre superieur a 4). Bien que pour n < 9 la norme soit 
toujours calculable, il apparait que la determination du supremum n’est deja plus toujours possible 
des n = 4. 

On utilise les notations (|2.2Gp ainsi que 


di 


D 12 ’ 


d 2 = 


D i 3 ’ 


d 3 = 


D u ’ 


di — —, d 3 — ——, de 


D 23 


D 24 


1 

Du 


ou Dij sont les composantes d’une matrice 4x4 antisymmetrique reelle. Ainsi 


[D,a] 


/ 

0 

_ x_ 

_ y_ 

z 

di 

d2 

de 


X 

0 

x-y 

x—z 


di 

d/i 

de 


V_ 

y-x 

0 

y-z 


d“2 

d/i 

de 

V 

z 

z—x 

z-y 

0 

ds 

d 5 

de 


Proposition 2.14. 1) d( 1,2) est la racine d’un polynome de degre 5 < 12. 

2) Generalement d( 1,2) n’est pas calculable par radicaux. 

3) Il existe des cas ou d( 1,2) est calculable. Par exemple quand ^ = oo ; 

on a le resultat suivant : 


g?(1,2) = d\ quand d\ < dg, 


di \J(d 3 2 + di de) 

-\/ di 2 + d 3 2 \Jd 3 2 + de 2 


d i( d 3 + de)(dl + d 2 6 ) 

{d 3 d± — d\de) 2 


quand d\de = d 3 d^, 


quand C < 0, 




















62 


CHAPITRE2. ESPACEFINI 


= max 


d i ( d 3 + d l) 


d\(dl - dp 


autrement, 


(d 3 + d A ) 2 + ( d x - d e ) 2 ’ y (d 3 - d 4 ) 2 + (d x + d 6 ) 2 , 
avec C = ((d 3 + d 4 ) 2 d e + (d 4 - d e )(d 3 d A - d 6 2 ))((d 3 - d 4 ) 2 d 6 + (di + d 6 ) ( d 3 d 4 + d 6 2 )). 

d(l,3) = \Jd 3 2 + do 2 quand (d 2 + d\) < (d±de — d 3 d A ) 2 , 

= \Jd\ 2 + d 4 2 quand {d\ + d 2 ) < {d\d% — d 3 d A ) 2 , 

\/ ( d\ d 3 + d 4 dg) 2 \J(di d 3 + d 4 de) 2 


= max 


autrement. 


\J(d 3 + d 4 ) 2 + (d\ — do) 2 \J(d 3 — d 4 ) 2 + (d± + de) 2 1 
Par permutation on deduit d( 2,3), d(3,4), d(l,4) (resp. d(2,4)) de d( 1,2) (resp.d(l, 3)J. 


La suite de cette section est entierement consacree a la preuve de la proposition |2.14j . Pour a dans 
A+, on note ra le vecteur colonne de composantes ( x,y,z ). Les fonctions de R 3 dans R 


a(~r*) 




n(~r*) 

/(^) 


X 2 , y 2 , Z 2 t (;x - y) 2 (x - z ) 2 (y - z ) 2 

di 2 d 2 2 d 3 2 d 4 2 d 5 2 d 6 2 

x{y - z) z(x - y) y(z - x ) 
d 3 de d 3 d A <^2^5 

a(T*) + \J a(T > ) 2 — 4/3(T > ) 2 , 
a(~P) — /3(T*) 2 — 1 


permettent de definir les surfaces AT et T dans M 3 

Af = {T* G R 3 / n(~r*) = 2}, 

T = {T* G R 3 / /(T*) = 0}, avec AT C T. 


Lemme 2.15. 1) Pour a G A + , || [D, a] || 2 = ^n(rZ). 


2) Si G Af est tel que a(T > ) = 2, alors (grad f)(T*) = 0. 


Preuve. 1) Les quatre valeurs propres de i[D, a] sont A j = ±-^ya± \J a 2 — 4/3 2 (r^), d’ou 

ll[Aa]|| 2 = ^(« + V« 2 -4/3 2 )(^). 

2) Montrons que ^(T*) = 0, la preuve etant identique pour les autres composantes de grad/. 
Comme T* G Af C T et a(T*) = 2, alors /3( T*) = ±1. Si /3("r^) = 1 


a(-p) = 2/?(T > ), 

lhj\ ' > ~ dijy ' > ‘ 2(3(^)-{flj(y*) = -Qy 
Un calcul explicite de a(~r*) — 2/3(~P) = 0 montre que 


a (V) = &(r>) - 2/?(7>)f(T*) = &(T*) - 2§ (T>). 


x y — z y z — x z x — y 
d\ de d2 de ’ d 3 d 4 
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0. La preuve est identique lorsque j3( T*) = —1. 


Comme corollaire immediat, l’equation ( 2.24 ) s’ecrit 


□ 


d{l, 2) = sup {(ei, Ta) / Ta £ AT} (2.33) 

ou e\ est le premier vecteur de la base canonique de R 3 et (.,.) designe le produit scalaire eucli- 
dien usuel. Cette formule n’est pas utilisable dans la mesure ou M n’est pas definie par une forme 
quadratique. II est plus facile de travailler avec T. 


Lemme 2.16. d(l, 2 ) £ |(ei, T*) / T* £ T et = §|(~r*) = o|. 

Preuve. Le supremum dans ( |2.33| ) est atteint en un point T* tel que (grad?r)(T > ), s’il est defini, est 
parallele a l’axe des x. Si a(~r ¥ ) = 2, alors (gradn)(T > ) n’est pas defini mais 


df ... df ... 

^< r > = & <r > = 0 


par le lemme 2.15. Si a(T ¥ ) / 2, alors (grad/)(T > ) est colineaire a (gradn)(T > ), de sorte que 


3/ df 
g i (r)=g~ z ( r) = 0. 


Pour conclure, il suffit de remarquer que pour tout Gl 3 , il existe a £ A+ tel que ~r* = r£, par 
exemple a = (£,£-x,£ - - z) ou ^ = sup{|x|, |y|, |z|}. □ 


Ainsi la distance est une racine commune a un polynome de plusieurs variables et a ses polynomes 
derives. Avant d’entreprendre des calculs explicites, rappelons quelques resultats concernant les 
systemes d’equations polynomiales. 


Remarques sur les systemes d’equations polynomiales 

Soient P et Q deux polynomes de la forme 

P(x) = a n x n + a n _ix n_1 + ... + a 0 
Q(x) = b m x m + b m -\x m ~ 1 + ... + b 0 

avec a n , b m / 0. Sans connaitre explicitement les racines pi, qj de P, Q , on peut calculeiH par une 
serie de manipulations algebriques des coefficients bj le resultant de P et Q 

Res(P, Q ) = a™'6” II (pi — qA, 1 < i < n, 1 < j < m. (2.34) 

i,j 

Res(P,Q ) est un polynome en a* et bj. P et Q ont une racine commune si et seulement si leur 
resultant est nul. Un resultant bien connu est le discriminant 

Dis(P) = Res(P, P') 

dont les racines sont les racines doubles de P. 

Lorsque P et Q sont des polynomes de plusieurs variables x, y, z, on designe par Res[P, Q, y] le 
resultant de P et Q vu en tant que polynome en y. De meme Dis[P, z] designe le discriminant de 
P vu commrne polynome en z. 
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Lemme 2.17. So it P(x,y,z ) un polynome de degre 2 en z dont les coefficients sont des fonctions 
reelles de x et y. Si 


dP dP 

P(x 0l y 0l z 0 ) = — (x 0 ,y 0l z 0 ) = — (x 0l y 0 ,z 0 ) = 0 


pour (x’o, yo, zo) G M 3 , alors xo est une racine du polynome Dis[Dis(P, z),y\ et yo est une racine 
de Dis(P,z)(xo,y). 


Preuve. En posant P(x, y , z) = a(x, y)z 2 + 6(x, y)z + c(x, y ), on obtient 

V' = Dis(P, z) = a(4ac — b 2 ), 


dV da, 2 \ o ,9b 2 

— = — (8ac- b 2 ) - 2ab— + 4a 2 —, 
cry cry ay cry 

dP dP o da „ , db 2 dc 

Res(—,—,z ) = b 2 — - 2ab— + 4a 2 —. 

dy dz dy dy dy 


P(x 0 ,yo,z 0 ) = %z(xo,yo, Zo) signifie que V(x 0 ,yo) = 0, c’est a dire (8 ac - 6 2 )(x 0 ,y 0 ) = b 2 (x 0 ,y 0 ) 
d’ou 

dP dP dV 

Res (~fy' -fo>z)( x o,yo) = -Q^( x o,yo)- 

Ainsi %%(x 0 ,y 0 ,z 0 ) = ^(x 0 ,y 0 ,z 0 ) implique f^(x 0 ,y 0 ) = 0 = V(x 0 ,y 0 ), si bien que y 0 est une 
racine double de V(xo,y) et 


Dis(V,y)(x o) = Dis[Dis[P,z],y](x 0 ) = 0. 


□ 


Preuve de la proposition |2.14 


Grace aux lemmes 2.15| et HI 


d(l,2) <E {x / Dis[V(x,y),y] 


0} avec V(x,y) = Dis[f(x,y,z),z\. 


Au lieu de V (x, y), on utilise une forme effective pour eliminer le terme correctif a™b^ apparaissant 
dans ( 2.34|) de maniere a ce que les racines de V e ff correspondent exactement a l’existence d’une 
racine commune a / et ^ : 


V ef f(x,y) = Numerateur( 


Dis{f,z) 


n 


ou f n est le coefficient de plus haut degre de / vu comme polynome en z et n = deg(/). Bien 
entendu le numerateur est pris apres simplification (pas toujours possible) de la fraction. 


1) Par calcul direct, V e ff(x,y) = Vip 1 , 0 < i < 4. L’expression exacte des V) est donnee en 
annexe. Ce sont des polynomes en x de la forme 

Vi(x) = v 4o , V 3 (x) = v 3l x, V 2 (x) = v 22 x 2 + v 2o , 

Vi(x) = ui 3 x 3 + v u x, V 0 {x) = u 04 x 4 + vq 2 x 2 + u 0o . 

Le discriminant J d’un polynome C = Ciy 1 de degre quatre est 

J(C) = Res[C , C) = C 4 (C 3 2 (Gi 2 C 2 2 - 4Ci 3 C 3 + 18C , 0 C , iC , 2 C , 3 - C 0 (4C 2 3 + 27C 0 C 3 2 )) 

+ 2(— 2C 2 3 (Ci 2 - AC 0 C 2 ) + GiC 2 (9Ci 2 - 40C 0 C 2 )C 3 - 3C 0 (Ci 2 - 24C' 0 C 2 )C' 3 2 )C 4 
- (27Ci 4 - 144 CoCi 2 C 2 + 128C 0 2 C 2 2 + 192C 0 2 CiC 3 )C 4 2 + 256C' 0 3 C 4 3 ). 
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En remplagant C\ par V)(x) on voit que J est un polynome en x de degre 5 < 12. 
2) II suffit d’exhiber un contre-exemple. Prenons 


d\ = d .2 = ds = c?4 = de = 1 et — = 0 

«5 


qui donne 


f(x, y, z) = x 2 + y 2 + z 2 + (x - yf + (y - zf - ( x(y - z) + z(x - y)f. 


C’est un polynome de degre 2 en x,y et z. Les resultants sont facilement calculables et Ton obtient 

v eff{x,y) = 2 — 6y 2 + 3y 4 + 4x 2 (—1 + y 2 ) — 4xy (—1 + y 2 ) , 

Dis(V eff ,y) = -768 (-54 - 54 x 2 + 135 x 4 + 296 x 6 - 368x 8 + 128x 10 ) . 

Posons maintenant 

p(x) = —128x 5 + 368x 4 - 296x 3 - 135x 2 + 54x + 54. 


p a une racine reelle xj. deux racines complexes distinctes X 2 , X 4 et leurs conjuguees X 3 &: X 5 . 

La theorie de Galois permet de montrer que p ne peut etre resolu par radicaux. On indique ici 
les etapes essentielles du raisonnement, renvoyant au livre |57| pour une presentation detaillee de la 
theorie. On remarque quep(—11), p(— 5) et p(l) sont premiers. Si p(x) = f{x)g{x) ou f,g sont dans 
Q[x] avec g de degre au plus 2, alors g{— 11) E {p(—11), 1} (on peut supposer ce coefficient positif), 
g(— 5) E {±p(— 5), ±1} et g( 1) = {±p(l), ±1}. Par interpolation, on determine pour chacun des 32 
triplets (ai = g(—l\),ot 2 = g(—5),ct3 = g( 1)) possibles le polynome g correspondant, 


Si x ) = 

i —1 


——-—- n (x 

n (ai - aj)jfr 


aj ). 


On verifie ensuite qu’aucun de ces polynomes ne divisent p. Done p est irreductible sur Q. Soit 
E/Q une ’’splitting field” extension de p. Puisque p a cinq racines distinctes, son groupe de Galois 


G = Gal(E/ Q) 


est isomorphe a un sous groupe du groupe de symmetrie S§ (groupe des permutations des racines 
X = {xi, X2, X3, X4, X5}). Comrne p n’a pas de racines doubles, p est separable et 

|G| = [E/Q] 

ou |G| est l’ordre de G et [E/Q] son indice, c’est a dire le nombre de cosets Q dans G. Si a est une 
racine de p alors 

[Q(a),Q] = 5 


done |G| = [E/Q] = [E/Q(a)][Q(a), Q] est divisible par 5. Done G contient un element d’ordre 5, 
a savoir le 5-cycle t = (12345). Un autre element, note < 7 , de G est donne par la restriction aide 
la conjugaison complexe 

a = (23)(45). 

(7 est d’ordre deux, done |G| est divisible par 2. Comme 


tct = (124) E G 
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est d’ordre trois, |G| est un multiple de 5 x 2 x 3 = 30 et divise |S's| = 120. Dans la mesure ou Sg 
n’a pas de sous groupe d’ordre 30, |G| G {60,120}. Puisque les sous-groupes resolubles de Sg sont 
d’ordre au plus 24 |57], Thru. A 38), le theoreme de Galois indique que p n’est pas resoluble par 
radicaux, tout comme Dis(V e ff,y) = 768 p{x 2 ). 


3) Lorsque c ?2 = dg = 0 et d\dg / d 3 di 

Dis(V e ff) = — 16d} 6 d 3 4 d\ 2 d\ A (d\ + d\){x 2 - d\){x 2 {d 3 di - d\dg) 2 - d\{d\ + d 2 g){d\ + d|)) 
(x 2 ((d 3 - d A ) 2 + (di + dg) 2 ) - d\{d 3 - d 4 ) 2 ) 2 (x 2 ((d 3 + d A ) 2 + (d 3 - dg) 2 ) - d\{d 3 + d 4 ) 2 ) 2 . 


Ce polynome a quatre racines simples ±xq, ±x 4 et quatre racines doubles Axq, ±x 3 


xg = \di\, xi 


I , | V(d 3 + dp(d\ + d%) 

1^3 ^4 d±dg\ 


X2 = Ml|l 


(4 + 4 ) 


(d 3 + di) 2 + (di - dg) 2 


x 3 = Mil- 


(4 ~ 4 ) 


(d 3 - d 4 ) 2 + (di + dg) 2 ' 


On sait d’apres les lemmes |2.15| et |2.16| que d( 1, 2) est l’un de ces Xj et que la valeur y t associee est 
une racine double de V e ff(xg,y). La valeur z, associee est determinee en resolvant f{xi,yi,z ) = 0. 
On determine ensuite sous quelles conditions chacun des Xj verifie n(xj, i/j, Zj) = 2 et on prend le 
plus grand d’entre eux. Dans le detail, cette methode appliquee a xq donne yg = d\, zg = 0 et 


4 


n{xg,yg,Zg) = 1 + + 


(^i — ^i) 2 

4 


SI 


4 < 4 , 




>2 si d 2 > dg 


Ainsi xo ne peut etre solution que si d 2 < dg. En utilisant les valeurs de y\ et z\ donnees en annexe, 
on trouve que x 4 ne peut pas etre solution sauf si C < 0. Au contraire X 2 et x 3 sont toujours 
susceptibles d’etre solution. Maintenant appliquons la proposition |2.S| en annulant tous les liens 
sauf d\. On trouve d(l,2) < xo de sorte que si d\ < dg alors d(l,2) = xg. Comme x\ > X 2 et 
xi > x 3 , d(l,2) = xi lorsque C < 0, et d{ 1 , 2 ) = max(xi,X 2 ) autrement. Lorsque d\dg = d 3 d 4 , xq 
n’est pas defini rnais la preuve est identique. 

Le calcul de d(l,3) est semblable. On cherche maintenant le maximum de y. Dis(V,x) est un 
polynome en y de degre douze avec les racines simples ±yg, ± 2/1 et les racines doubles ± 1 / 2 , ± 2/3 


2/2 = d\ 


2 /o = \J d 3 2 + dg- 
\di d 3 + di dg\ 


yi = x/d-i 2 + di 2 , 


2/3 = 


\d±d 3 + didg | 


j - 5 tfO j - 

Y [d 3 + d^y + (d\ — dg) 2 y ( d 3 — dY) 2 + (d 3 + dg) 


Les valeurs des x ? ; et z* en appendice permettent de verifier que yg (resp. 2 / 1 ) ne peut-etre solution que 
si (d 3 2 + dg 2 ) < (d 3 di — d\dg) 2 (resp. {d\ 2 + d 4 2 ) < ( d 3 di — d±dg) 2 ). Comme precedemment, 7/2 et 
y 3 sont susceptibles d’etre toujours solution. On obtient le resultat en remarquant que 2 / 2 ,2/3 < Vo, 
2/2) 2/3 ^ 2/1 et fiue si yg et 2/1 sont susceptibles d’etre solution, alors 2/0 = 2/1- ■ 


Contrairement a l’espace a trois points, les distances dans l’espace a quatre points ne peuvent 
pas etre lues directement dans l’operateur de Dirac a l’aide d’un algorithme fini. Le calcul des 
distances releve done d’une approche plus pragmatique et doit etre envisage cas par cas. 11 n’est 
pas non plus possible de remonter des distances vers l’operateur de Dirac : caracteriser les metriques 
qui proviennent d’un operateur de Dirac est une question sans reponse claire dans la mesure ou il 
n’y a pas ici de formules a inverser comme cela a pu etre le cas dans l’espace a trois points. II y a 
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cependant une solution pour peu que l’on relache une contrainte sur le triplet spectral, a savoir le 
choix de l’espace de representation. On montre en effet, et c’est l’objet de la derniere section de ce 
chapitre, que pour toute metrique dans un espace de n points il est possible de construire un triplet 
spectral, satisfaisant aux axiomes de la geometrie non commutative, tel que la distance associee 
soit precisement la metrique desiree. 


V Distance et axiomes de la geometrie non commutative 


Dans les sections precedentes nous n’avons que peu tenu cornpte des axiomes de la geometrie non 
commutative presentes dans le premier chapitre. Ces axiomes sont introduits afin que la geometrie 
( 1.62p coincide avec la geometrie spinorielle riemannienne. Dans l’optique oil les espaces finis seraient 
des equivalents discrets de variete riemannienne, il peut etre important que les triplets consideres 
soient des triplets spectraux reels (cf. definition 1.20| ). Mais dans le cas finis, ces axiomcJ^l obligent 
a travailler avec des matrices dont la taille croit rapidement avec le nombre de points. Les calculs 
explicites sont vite impraticables sauf dans quelques cas simples. Telle est la raison pour laquelle 
nous n’en avons pas tenu cornpte dans la section consacree aux espaces commutatifs finis. Get oubli 
volontaire n’est pas lourd de consequence car on peut montrer que pour les espaces commutatifs 
finis les axiomes n’imposent pas de contraintes sur les metriques susceptibles d’etre decrites par un 
triplet spectral. Autrement dit, etant donnes n 2 — n nombres reels d %3 {i 7 ^ j ) strictement positifs 
tels que 


dij — dji et d r j Si dj};■ -)- (Ip,- j , 


(2.35) 


il existe un triplet spectral reel (A, Tt,D, J, T) avec A = C n tel que la distance associee sur l’ensemble 
des etats purs de A soit donnee par les nombres dij. Pour le montrer nous aurons besoin du lemme 
suivant. 

On note a* les composantes d’un elements a de A et ir la representation de A sur TL. Les dij 
sont des reels satisfaisant ( 2.35| ). 

Lemme 2.18. Il existe un triplet spectral reel (A,H, D, J,T) tel que 


|| [D, vr(a)] || = sup 


CLi CL q 


di 


(2.36) 


Preuve. Raisonnons par recurrence sur n. Pour n = 2 prenons A 2 = C 2 , TLo = C 3 , 

et r 2 = 


ai 0 
7r 2 (ai,a 2 ) = I 0 a 2 


0 0 

L’operateur D 2 et la structure reelle J 2 sont 





J 2 = 


ou C designe la conjugaison complexe. 

Dans le cas fini les axiomes se reduisent a la realite, le premier ordre, Vorientabilite et la dualite 
de Poincar e@. Dans le cas present les deux premiers axiomes sont des relations de commutations 
(|7r 2 (o), J 2 7t 2 (6*)J 2 _1 ] = [J 2 ,r 2 ] = [J 2 ,D 2 ] = 0, [|D 2 ,7r 2 (a)], J 7 r 2 ( 6 )J _1 ] = 0) et de multiplication 
(jf = I) faciles a verifier. A noter que la representation de l’algebre opposee *4 2 = C 2 es t 


a 2 0 

7 r 2 (ai, a 2 ) = J 7 r 2 (ai, a 2 ) J ” 1 = | 0 a 2 

0 
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r 2 est bien une chiralite puisque T 2 = I, [r 2 , 7 r 2 (a)] = 0 et T 2 anticommute avec D 2 . La condition 
d’orientabilite est vrai pour peu que Ton ecrive 


r 2 = 7T 2 (1, — 1) J 2 7T2( —1,1) J 2 ' • 

Concernant la dualite de Poincare, on sait par la periodicite de BotlS que tous les groupes K r 
pour r impair sont isomorphes a K \, qui est nul pour Palgebre C 2 , tandis que pour r pair 

K r { C 2 ) ~ it'o(C 2 ) ~ Z 2 . 

Le seul couplage est done de K 0 (C 2 ) x K 0 ( C 2 ) dans Z. Pour l = 1, les projecteurs de P;(C 2 ) sont 
pi = (1, 0) et p 2 = (0,1). Tout autre projecteur pour l quelconque est equivalent, au sens de ( |1.6C ), 
a pi ou p- 2 , qui sont done les generateurs de R'o(C 2 ). Le couplage ( |1.61| ) est donnee par la matrice 
de la forme d’intersection de coefficients 

n ij = dim (ker PijD 2 + Pij) - dim (ker PijD 2 ~Pij) 


ou 


7-1 


Pij = TT2(Pi)J^2{Pj)J 

et D 2 + = (D 2 ") t est donne en (1.56). En dimension finie, un operateur O d’un espace de dimension 


m dans un espace de dimension n et son adjoint ont des images de meme dimension, de sorte que 

indice O = dim ker O — dim ker = m — n. 


Ainsi 


PI ij = indice f/’y/L ' P;,) = dim —-— P tJ - dim P t] —-—, 

= Tr(T 2 Pij). (2.37) 

oil l’on utilise que la dimension d’un projecteur est donne par sa trace. On trouve alors 


n 2 = 


o 1 

l -l 


qui est de determinant non nul, done la dualite de Poincare est satisfaite. Enfin un rapide calcul 
garantit que 

I O-l — <2-21 


[D 2 ,7r 2 (ai,a 2 )] || = 


di 2 


Supposons maintenant que (A n , 7i n , D n , Ti n , T n , J n ) aient ete construits pour n > 2. Construire 
le triplet spectral a l’ordre n +1 consiste tres exactement a repeter la construction de l’ordre n = 2. 
Soit A = C n+1 et 

/ n— 1 

7i n = Tin- 1 © ( ©^ 7i l n 

avec TL^ = C 3 pour tout i et n. Designons de maniere generique par O les operateurs D,tt,T ou J. 
O est diagonal par bloc et defini de maniere recursive par 


O n = O n - 


n— 1 


n— 1 


o 1 


2—1 


Comrne pour n = 2, on definit 


7 r l n (ai,a n ) = diag(a*, a n , a n ), T l n = diag(l, -1,1). 
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L’operateur de Dirac D n et la conjugaison de charge J n sont donnees par 

0 0 1 \ 

0 1 0 \ c . 

10 0 / 

On verifie alors aisement tous les axiomes, sauf la dualite de Poincare qui necessite quelques 
precautions. Chaque iteration ajoute un generateur au grocmc Kq(A u ) — Z n . La matrice de la 
forme d’intersection n’est autre que la matrice de multiplicity^ du triplet spectral et on trouve 

/ 0 1 ... 1 \ 

1 -1 : 

On — 

: 1 

\ 1 ... 1 —(n — 1 ) 

Pour tout entier N on peut toujours considerer le triplet spectral trivial (C n ,C n 0 C N ,0) avec 
d’evidentes representation et conjugaison de charge et une chiralite egale a -1. La somme directe 
de ce triplet spectral avec (A n ,Rn, D n ), conduit a une matrice de multiplicity fi n + NI n qui n’est 
pas degeneree pour N suffisamment grand. 

Pour finir, le calcul de la norme du commutateur || [D n ,Tr n (a)\ || decoule de la structure diago¬ 
nal par bloc des operateurs et de l’hypothese de recurrence. ■ 



On peut ainsi montrer le resultat annonce. 

Proposition 2.19. Etant donnes n 2 — n nombres reels dij positifs satisfaisant ( 2.35 ), il existe un 
triplet spectral (A,H, D ) avec A = C n satisfaisant aux axiomes tel que la distance non commutative 
soit donnee par les nombres dij. 


Preuve. Grace au lemrne ci-dessus on construit un triplet spectral (.4, H, D) obeissant aux conditions 
( 2.361 ). Lorsque a verifie la condition sur la norme, alors \a t — aj\ < dij , d’ou 


d(i,j) < d^. 


Fixons maintenant deux points tels que dij < oo et prenons 
l’inegalite triangulaire) ; en particulier, \ai — aj\ = dij. Par ( 2.35|) , |d 
Ainsi || [D,n(a)] || < 1 par (2.36). D’ou 


= dik, fini pour tout k grace a 
ik — du\ ^ dki pour tout k et l. 


iij < d(i,j ) 


et le resultat pour peu que dij soit finie. Si tel n’est pas le cas alors d^ et djk sont egalement 
infinis pour tout k. L’inegalite ( 2.36p n’impose aucune contrainte sur m et aj puisque les elements 
de matrice de D correspondant s’annulent. On peut done envoyer |a* — aj 
d(i,j ) = d, 


a l’infini et on a bien 


v 


En conclusion, une fois donnee A = C n , les axiomes de la geometrie non commutative n’appor- 
tent aucune contrainte sur les metriques susceptibles d’etre obtenues par un operateur de Dirac. De 
telles contraintes apparaissent quand on impose une autre condition, comme fixer TL = C n ainsi que 
nous l’avons fait dans la discussion des cas a trois et quatre points. II est important de souligner 
que la fonction qui associe une metrique a un operateur de Dirac est smdective. Dans les modeles de 
gravite quantique base sur les valeurs propres de l’operateur de DiracElJ, on a egalement besoin de 
savoir combien d’operateurs de Dirac correspondent a une metrique donnee, ainsi que les relations 
entre leurs spectres. 
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La contrainte ( [2.35 ) est une condition necessaire et suffisante pour que les nombres dij soient des 
distances. Rien n’empeche de poser une condition plus forte. Par exemple si l’on desire voir l’espace 
non commutatif comme une disrcetisation de l’espace euclidien, les dij doivent, selon la dimension 
de cet espace, verifier des conditions supplementairesEill (pour que six nombres positifs soient les 
distances euclidiennes entre sommets d’une pyramide, il ne suffit pas qu’ils verifient l’inegalite 
triangulaire trois par trois). 





Chapitre 3 

Produit du continu par le discret 


L’un des interets de la geometrie non commutative en physique est de proposer des modeles 
simples d’espace-temps ou cohabitent le discret et le continu. Un meme formalisme permet de 
rendre compte des symetries de l’espace-temps continu de la relativite generate (malheureusement 
uniquement avec signature euclidienne), a savoir l’invariance par diffeomorphisme, ainsi que des 
symetries de jauge des interactions electrofaibles et fortes. Ces dernieres sont interpretees geometri- 
quement comme symetries d’un espace interne discret. Nous reviendrons longuement dans le dernier 
chapitre sur cette interpretation qui donne une justification geometrique au champ de Higgs. Ici nous 
etudions l’aspect metriques de ce type de geometries, decrites par des produits tensoriels de triplets 
spectraux. 

"J9|, de l’egalite (1.64) 


Pour etablir les notations on donne une preuve simple, extraite de 
entre distance non commutative et distance geodesique pour une variete riemannienne compacte a 
spin. Ensuite sont etablies des proprietes generates de la distance associee au produit de triplets 
spectraux. En particulier il est cormuBB que dans le modele a deux couches, 


A = C°° (M) ® C 2 = C°° (M) ® C°° (M), 


la distance sur chaque copie de la variete est la distance geodesique tandis que la distance entre les 
couches ne depend que du triplet spectral interne. Ce resultat est generalise a tout produit tensoriel 
de geometries. Pour finir, la distance est explicitement calculee pour des modeles d’espace temps 
euclidien. A noter que la distance dans le continu a ete etudiee dans l’optique voisine des algebres 


de Lie dans 165 ]. Les resultats de ce chapitre ont donne lieu a Particle 14C ] 


I Distance pour une variete a spin 


Le triplet spectral associe a une variete riemannienne compacte a spin avec une metrique g est 
donne par ( |1.62 ). D’apes la proposition |1.17| , la partie connexion de spin de l’operateur de Dirac 
commute avec C°° (M) si bien que pour tout / e C°° (M), 


[D,f] = -ic(df) = ~id^fc{dx^) = -id^fc(e^dx a ), 
= -idufe^ 7 “ = 

= Ht m d,J] 


ou c est Paction de Clifford ( 1.47 ), e“ les vielbein, r y a les matrices de Dirac euclidiennes ( 1.46 ) et 
7 m = e l a'y a les matrices de Dirac riemanniennes (1.4S) qui verifient, grace a (1.45), 


7 m 7 n + 7 n 7 m = 2g^I 
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(conformement au chapitre I, on utilise un indice grec pour la variete et un indice latin pour les 
degres de liberte de spin; a,m,n se contractent avec a, //, u). Pour le calcul des distances, on peut 
considerer que le triplet spectral d’une variete a spin est 


A = H = L 2 {M,S), D = = (3.1) 


La dimension spectrale est la dimension de la variete qu’on prend egale a 4. Le triplet spectral est 
pair done la chiralite ( 1.54 ) s’ecrit 

r = c ( 7 ) = (— i) 2 c( n dx a ) = - n 7 a = - 7 5 

a=l a=l 

ou 7 est donnee en (1.36) et 7 5 designe traditionnellement le produit des matrices gamma euclidi- 
ennes. Le produit scalaire de 7i est donne par ( 1.51 ) ou le couplage (.|.) de S a valeur dans C(M) 
est le produit scalaire euclidien des spineurs vus comme vecteurs colonnes dont les entrees sont des 
fonctions d’onde, 

W#) = V’V 

ou ip' designe le vecteur ligne complexe conjugue de ip. 

Comme enonce dans le theoreme 1.21 , la distance non commutative CD 


d(x,y) = sup {\f( x )-f( y )\/ \\[DJ}\\<1} 
feC(M) 


(3.2) 


coincide avec la distance geodesique L(x. y) entre les points x, y de M. C’est un resultat classiqueEl 
mais la preuve introduit idees et notations dont nous ferons un usage intensif par la suite, aussi 
nous donnons en detail la demonstration. 

Par la definition ( 1.34| ) de l’involution dans C1(M), ( dx a )* = dx a si bien qu’en choisissant les 
matrices de Dirac autoadjointes, on choisit en fait une action de Clifford autoadjointe, 

( 7 a )t = 7 a = c(dx a ) = c(dx a *). 


Ainsi la norme d’operateur de [ D , /], pour une fonction / reelle selon le lemme 1.24 . s’ecrit 

„ rr* rll |2 || ^211 JmW ^)^^/)^)\ v 9 I 

\\l D J\\\ = c(d/) = sup- - - 

Jm 

Im ^ c (df*)c(df)ip\v g 


Im^\ u 9 


= sup 

ipGH 

= sup {g^ u (x)d fl f{x)d u f(x)} = sup g(df,df) = Hgrad/I^ 

x€M x&M 


ou on utilise c(df*)c(df) = dp u fdvfl rn 'i n = g^d^fd^f I ainsi que l’equation (|1.31|) . D’ou 


\\[D,f] II = sup ||(grad f)(x) 

igM 


Soit maintenant c:t E [0,1 ]—>M une geodesique minimale entre x et y. On designe par un point 
la derivee totale par rapport au parametre t. Pour tout / E C°° (M) 

c(t)) dt=[ d^fip) cP(t)dt 
Jo 

avec p = c(t). Les fonctions sont les composantes d’un champ de vecteur X E A(M). On note 
c v les composantes de c = X^, si bien que 

duf ip) <*(t) = 9^ u ( p) dnf(p) duit) = g(df(p),c(p)). 


/(*) - f(v) = / /( 
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Par 1’inegalite de Cauchy-Schwarz, 

|d/J(p)c M (*)| < \\df(p)\\ ||c(t)|| • 

Si / atteint le supremum, ||d/(p)|| = ||(grad/)(p)|| < 1 en tout p et 

d(x,y) = \f(x) - f(y)\ < [ \\c(t)\\ dt = L(x,y). 

Jo 

Cette borne superieure est atteinte par la fonction 

L : L(q,y). (3.3) 


En effet, L(x) — L(y ) = L(x,y) et 


sup ||gradL(g)|| < 1. (3.4) 

q&M 

Pour montrer cette derniere inegalite, choisissons q, q' G M, de coordonnees q^^q'^ dans une carte 
donnee, ou q' est l’image de q par la transformation infinitesimale <r(e), e « 1, a designant le 
hot genere par le champ de vecteurs (d u L)dp avec la condition initiate <r(0) = q. Alors, avec 
dqP= q'V - q P, 


+ dqV = q'^ = cr M (e) 


0) + e—(0)+O(e 2 ) 


q» + eg^(q)d u L(q) + 0(e 2 ), 


c’est a dire 


dq» = eg^(q)d„L(q)+0(e 2 ). (3.5) 

Comme L(q',y) est le plus court chemin de q ' a y, L(q',y) < L(q',q) + L(q,y). Ainsi 

L( q + d q ) < L(q',q) +L(q). (3.6) 


Par (p75[) 


L( q , g) = \J g\ P { q )dq x d q P = sj e 2 g Xp ( q )g x ^( q )d fl L( q ) gP" (q)d u L{q) = gP u dpL(q) d u L(q). 


Insere dans le membre de droite de (3.6) dont la partie gauche est developpee par rapport a e, cette 
equation donne 


L( q ) + dpL ( q ) dq 1a = L(q ) + eg^(q)dpL(q)d u L(q) + 0(e 2 ) < eyj,gP u dpL(q) d u L(q) + L(q) + 0(e 2 ), 
qui est vraie quel que soit q, d’ou (|3.4|) et finalement 


d(x,y) = L(x, y). 

A noter que L n’est pas lisse en y mais seulement continuJ^. Pour ecrire ([L^) en remplagant 
C(M) par C°° (M), il faudrait exhiber une suite de fonctions lisses f n qui converge vers L et verifie 
|| [D,f n ] || < 1 pour tout n. La preuve est identique avec l’algebre reelle Cg°(M) puisqu’alors, les 
etats purs etant donnes par 03). Mux(L)) - R e(u>y(L)) = L(x) - L(y). 
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II Produit de geometries 

II. 1 Produit tensoriel de triplets spectraux 

Le produit tensoriel d’un triplet spectral reel pair Tj = muni d’une chiralite 

T/, par le triplet spectral reel Te = (Ae,Re, F>e,ee) est le triplet spectral Tj<S>Te = (A',Tt', D') 
defini par 


A 1 = Aj <8> Ae, R' = Ri ®Re, D' = Di <8> Is + r/ 0 De- 

La representation est it' = ei®ee (dans ce chapitre nous n’utiliserons ni la chiralite ni la structure 
reelle du triplet produit rnais toutes deux sont definies, cf @). Dans la mesure oil les triplets 
spectraux ne torment pas un espace vectoriel, la notation Tj®Te est essentiellement une convention. 
Ce produit est commutatif car lorsque Te est pair et muni d’une chiralite T e, alors le triplet spectral 
Te ®Ti = ( A,R , D) est egalement defini (il suffit de permuter les facteurs) 

A = Ae ® Ai, H = He® Ri, D = De <8> 1/ + Ts <8> Dj , (3.7) 

vr = 7Ts <8> 7T/ et il est equivalent a Tj <g) Te via l’operateur unitaire 

En physique ce produit tensoriel est utilise pour decrire un espace continu dont chaque point 
est muni d’une fibre discrete. Dans le modele standard l’espace interne Tj est choisie de maniere 
a ce que le groupe des unitaires de Ai, modulo le relevement aux spineurSEl, soit le groupe de 
jauge des interactions. Ai est une algebre de matrices, 77/ est l’espace des fermions et l’operateur de 
Dirac interne a pour coefficients les masses des fermions, eventuellement ponderees par la matrice 
unitaire de Cabibbo-Kobayashi-Maskawa. Nous reviendrons longuement sur le modele standard 
dans le chapitre consacre aux fluctuations de la metrique. Ici nous etudions de maniere plus generale 
la distance pour des produits tensoriels de triplets spectraux sans presupposer, dans un premier 
temps au rnoins, que l’un est fini et l’autre relatif a une variete differentiable. 

Neammoins, afin de ne pas multiplier les notations, tous les objets relatifs au premier terme du 
produit tensoriel sont appeles externes alors que ceux relatifs au second sont dits internes. 

II.2 Distance dans l’espace interne et dans l’espace externe 

Pour fixer les notations on suppose que Te est pair et l’on travaille avec Te <8) Tj. Pour etudier 
cette geometrie, le premier point est de calculer Pespace des etats. Soient te et 77 des etats de Ae 
et Ai respectivement. La paire ( te,ti ) agissant comme te <S> t/ est un etat de A. En effet 

(r E ® ri)( I B <g) I/) = t e (Ie)ti(Ii) = 1. 

Pour montrer la positivite, on note a*a = (f i < 8 ) rrii )*(/- ? < 8 > nij ) = /**/< 8 > to * m.j un element positif 
de A. F % i = te(/ 1 * et ARj = Ti(m*mj). Alors 

(te ® Ti)(a*a ) = F lj <g> ARj. 

La somrne sur i,j est finie. La matrice F de composantes F lJ est autoadjoiute et se decompose 
sur ses projecteurs propres t^. La valeur propre A associe au vecteur propre iji est positive puisque 
A = (ip, Fip) = ipiF l: >ipj = te (( ipif l )*(ipif *)) > 0. La composante du k ieme projecteur propre est 
ip^ipj de sorte que 

(te ® D)(a*a ) = A fc ^ = A k ui i (^ ip'-m j ) J > 0. 

hj V P ij ) 
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Le produit de deux etats purs loe <g coi est un etat mais pas necessairement pur. Qui plus est, il 
peut exister des etats (purs) de A qui ne s’ecrivent pas comme produit tensoriel. Quoi qu’il en soit, 
nous ne considerons ici que des etats du type te <g tj. Cette restriction n’est pas genante dans la 


mesure ou, des qu’une des algebres est commutative, tout etat pur et de cette forme [35, p. 857\. 
Proposition 3.1. Soit Ae et Ai deux C*-algebres dont Tune au moins est abelienne. Alors 

V{Ae ® Ai) ~ V{Ae) x V(Ai). 

En ce cas tout etat pur co de A s’ecrit 


CO = COE Cg COl . 

loe et coi sont appeles respectivement partie externe et interne de co. Dans le modele a deux couches 
Ae = C°° (M) est abelienne si bien que tout etat pur de A est du type co x (g cot ou coj, i = 1,2, 
designent les etats purs de C 2 et co x ceux de C°° (M ). II estll^l connu que d(co x <g co^, co y (g coi) est la 
distance geodesique L(x,y ) tandis que d(co x <8)coi, co x <S>coj) est une constante. Ce resultat s’etend a 
tout produit de deux triplets spectraux. Une fois fixe la partie externe te , d(jE ® t~i,te <8> r|) ne 
depend que de Tj ; de meme d(rE <8> ® r/) ne depend que de Te- 

Theoreme 3.2. SoientdE, dj et d les distances associees o.Te, Tj, Te®Tj respectivement. Quels 
que soient te, t' e dans S(Ae) et T h T i dans S(Ai), 

d ( T E <8> TJ, T E <8> Tj) = dl ( 7/, Tj) , 

d (te ® ti, t' e (g) ti) = dE (te, t e ) . 


Preuve. Notons fj les elements de Ae et rm ceux de Ai. Tout element de A s’ecrit 

a = /* <g mi , 


ou l’indice de sommation i parcourt un sous-ensemble fini de N. L’equation (3.7) donne 

[D,a] = [D e , f ] ®mj + fP E ® [D/, m;]. 

En multipliant a droite et a gauche par l’operateur unitaire (8) I/, on peut ecrire 


|| [De,/ 1 ] ® m + fV E ® [Dr, mi] || = \\-[D E ,f] ®mi + fT E <g [D^mt] || 

ou on utilise le fait que commute avec f l et anticommute avec De- Quels que soient deux 

elements u, v d’un espace norme, 


d’oii 


2 llnll < lltt + u|| + 11 u — v 


|| [De, /*] ® ^j|| < || [D, a] || (3.8) 

et ||/T e (g [D/,mj]|| < ||[D,a]|| . 

En factorisant le terme de gauche de cette derniere inegalite par Te 

||f <g[D/, m^l < || [A a] II ■ (3-9) 

Pour chaque loe E V(Ae) et a E A+, on definit l’element de Aj par 


m E = T E (f)mi. 
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m E est autoadjoint. En effet, puisque a est positif il existe b = f p 8 m p tel que 

a = b*b = i( f pq 8 m pq + f pq * 8 m P9 *) 
ou f pq = f p * f q et m pq = m*m q ; ainsi 

m E = T E {f pq )m pq + T E {f pq *)m pq *) = 

Ainsi l’element de B(TCj) 

i[D E m E \ = i (te 8 I/) (/* ® [Dj, mi]) 

est normal. En notant 5/ D S(A/) l’ensemble des etats de B(TLi) et une notation S E similaire, il 
vient d’apres l’equation (|1.11|) 

||[£>/,m E ]|| = sup |r/([E)/,m s ])|, 

tiGSi 

< sup \(t e ®tj) (/*8 
(TB,T/)e SeXSi 

< ||/ 1 <8> [D/,mi]|| , 

ou Ton a remarque que '</* ® [D/,7Bj] E 13(7i) est egalement normal. Avec (|3.9|) on trouve 


|| [Dj, m E }\\ < || [D, a] || . 

Comme (r E <S> T/)(a) — (r E <S> r|)(o) = rj(a E ) — on obtient finalement 

d{r E ® t e t e ® rj) < d/(r/, r|). 

Cette borne superieure est atteinte par Ig <8 aj ou a/ E Ai realise le supremum pour T/, 

diir^Tj) = |(r/ - i/)(a/)| et ||[D/,a/] = 1|| . 

La preuve pour d{r E ® ti,t e <S> Tj) est similaire, en utilisant ( |3.8| ) au lieu de (3.9). 


Ce theoreme ne donne pas une description complete de la geometrie. Dans les modeles du type 
discret x continu, il indique que la distance sur chaque copie de la variete est la distance geodesique 
alors que la distance a l’interieur d’une fibre ne depend pas de la fibre choisie et est completement 
determinee par la partie interne du triplet spectral. Ceci ne donne aucune information sur la distance 
croisee, c’est a dire la distance entre etats correspondant a difierents points de la fibre et difierents 
points de la variete. A noter egalement que la discussion sur la distance de Gromov entre varietes 
munies de metriques differentedl^l n’est pas transposable ici car de telles varietes echappent a la 
description par un produit tensoriel de triplets spectraux. 


II.3 Distance croisee 


Les points cles du theoreme 3.2 sont les equations (3.8) et (3.9). La premiere oublie la partie 
interne du commutateur et fait sens pour la distance entre etats de meme partie interne. Au 
contraire (3.9) ne prend pas en cornpte la partie externe du commutateur et suffit a determiner la 
distance entre etats de meme partie externe. Le calcul de la distance croisee d (t e <8 r/, t' e 8 r[) 
necessite de prendre en consideration a la fois la partie interne et la parti externe du commutateur, 
ce qui rend le calcul beaucoup plus delicat. Cependant lorsque T E decrit une variete et Ai est 
une !E*-algebre alors la distance croisee entre etats dont les parties internes sont des etats purs 
normaux, en somme directe (cf. la definition ci-dessous) et dont la somme des supports commute 
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avec l’operateur de Dirac interne, s’interpete en terme de modele de Kaluza-Klein discret. Bien 
que l’espace interne soit disconnexe, il apparait que la distance non commutative coincide avec la 
distance geodesique d’une variete connexe compacte de dimension (4+1). Cette variete demeure 
’’virtuelle” en ceci que les points entre les couches de dimension 4 ne font pas partie de la geometrie. 
Le plongement de l’espace non commutatif dans un espace continu de dimension superieur est un 
artifice de calcul. II ne doit pas masquer une propriete fondamentale, a savoir que deux parties d’un 
espace non commutatif n’ont pas besoin d’etre connectees pour etre a distance finie. 

Ce resultat s’applique a une toute petite classe d’etats, neammoins il est significatif puisque les 
distances du modele standard entre dans ce cadre. Tout le calcul repose sur l’observation suivante : 
si dans une geometrie (A, H, D, J, T) deux etats purs normaux uq, uq sont en somme directe et 
que la somme de leur support commute avec l’operateur de Dirac, alors ^(u+uq) coincide avec la 
distance d’une geometrie ou A = C 2 . 

Pour traiter le modele standard il est important que les resultats de ce chapitre soient vrais pour 
des algebres reelles. Comme on utilise seulement la propriete ( 1.21 ), il n’est pas necessaire d’etudier 
la theorie des IE*-algebres reelles. On appelle simplement, par abus de langage, etat normal d’une 
algebre reelle tout etat reel auquel est associe un projecteur de l’algebre satisfaisant ( 1.21 ). Dans 
ce chapitre, A designe indifferemment une VE*-algebre complexe ou une algebre reelle admettant 
des etats reels normaux. On designe generiquement par IK les corps C et M. 

Definition 3.3. Deux etats normaux t\, T 2 de A sont dits en somme directe si s±as 2 = 0 pour 
tout a E A. 


Cette definition se justifie en remarquant que si s\As 2 = 0, alors les ideaux bilateres principaux 
As\A etAs 2 A sont en somme directe. Rappelons que pour tout element s de A, l’ideal bilatere 
principalc3 As A est Pensemble des sommes a l sbi oil a 1 , b{ E A. Si si*4s2 = 0, alors As\A et AS 2 A 
sont en somme directe en ce sens que leur intersection est vide. En effet si c E As\AC\ AS 2 A alors 
il existe a*, bj. p k et q k dans A tels que 

c = alsibi = p k s 2 qk- 

En multipliant a gauche par a 3 sq, on trouve que a 3 s\a l s\bi = 0 pour tout j. Autrement dit 
c*c = bj*s\a 3 *a 1 s\bj = 0, d’oii ||c|| = 0 = c. 

Proposition 3.4. Soient S\,S 2 les supports de deux etats purs normaux U\, u >2 d’une algebre A 
sur 1C. Soit (A,R, D,n) un triplet spectral dans laquelle [D,7r(si) + 7r(s2)] = 0. Si cui,lu 2 sont en 
somme directe alors 

d(ui,UJ 2 ) = d e (u>k, io' k ) = -pyjy 

ou uik, uj' k sont les deux etats purs de A e = K 2 et d e est la distance associee au triplet T e = 
(A e , Tie, D e , 7r e ) dans lequel 

He = H x © H 2 , D e = ( ^ M 

ou H\ = tt(si)H, H 2 = tt(s 2 )H et M est une application lineaire bornee de H 2 dans H\. 



Preuve. La preuve decoule de la proposition 1 . 30 | avec e = s\ + S 2 - Les etats sont en somme directe 
done si«/4si — 1C par ( 1.21 ), inclus dans As\A, est en somme directe avec S2AS2 — 1C. Comme 
S 1 S 2 = 0 il est immediat que 

A e = a e (A) = (si + S 2 )A(si + s 2 ) ^ IK 2 - 

On obtient un isomorphisme explicite en identifiant si, S 2 a la base canonique de IK 2 


a e (a) = cui(a)si ® iu 2 (a)s2 = (uq(a), 012(a)). 


( 3 . 10 ) 
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Les deux etats purs u) k , oj' k de A e extraient respectivement les premiere et deuxieme composantes 
du doublet de nombres complexes ot e (a), de sorte que 

LOk o a. e = u)\ et u:' k o a e = L 02 , 

d’ou d e (LUk,u)' k ) = d(i 0 i,LU 2 ) par la proposition 

Naturellement H\ est en sonmie directe avec H 2 puisque, si 4> = = vr(s 2 )C) alors 7r(,si)(/> = 

4> = vr(siS 2 )C = 0- D’ou 

H e = (7r(si) + 7T(s 2 ))H = H\ © LQ. 

Par definition D e est la projection sur H e de la restriction de D a H e , 


1.30. 


D 


e 


U M \ 
M* W ) 


oil M est une application de H 2 dans Hi et V, W des endomorphismes de H\, H 2 respectivement 
(les parties antidiagonales sont adjointes l’une de l’autre car D est autoadjoint). 

On note vr e (si) = Ii l’identite de B(H\) et vr e (s 2 ) = I 2 l’identite de B{H. 2 )- Pour tout a e (a) G A e , 


7 r e (a e (a)) = uq(a)7r e (si) © a; 2 (a)7r e (s2) 


wi(a)Ii 0 \ 

0 UJ 2 (o)I 2 / ’ 


(3.11) 


Ainsi 7r e commute avec la partie diagonale de D e et la distance d e coincide avec celle calculee en 
prenant V = W = 0, tout autre chose egale. On a alors || [D e , 7r e (a)]|| = |cui(a) — 012(a)| \\M\\ d’ou 

de^k^k) < pjj|, 

cette borne superieure etant atteinte par a = ||M|| _1 s\. 

Soulignons que, quoique D puisse etre non borne, M est necessairement borne. Pour s’en 
convaincre rappelons que si B est un operateur borne sur un espace de Hilbert H et p un pro- 
jecteur de rang 1, alors pB est borne (on verifie par l’inegalite de Cauchy-Schwarz que pour 
tout (f> G H, ||p5^>|| < Par definition d’un triplet spectral, [_D,7r(s2)] est borne done 

7r(si)[Z?,7r(s2)] = 7r(si)Z?7r(s2) est bornee, de merne que sa restriction M a H e . ■ 


Naturellement ce resultat n’a d’interet que pour des etats purs dont la somme des supports com- 
mutent avec l’operateur de Dirac sans qu’aucun des supports pris individuellement ne commute 
avec D. On sait en effet, par le corollaire 1.25, qu’un tel etat est infiniment distant des autres etats 
purs. 

La proposition 30 s’etend immediatement a des produits de geometries. 

Definition 3.5. Un etat te <8> a>j de A = Ae © Aj est dit ’’semi-normal” quand uai G V{Ai )*. 


Quelle que soit la geometrie externe, si la somme des parties internes de deux etats semi-normaux 
en somme directe commute avec l’operateur de Dirac interne, la distance est identique a la distance 
calculee en projetant la geometrie interne sur K 2 . 

Corollaire 3.6. Soient oje®w 1 , uje®u 2 deux etats semi-normaux de A, T = Te®T] une geometrie 
dans laquelle [ Dj , si + S 2 ] =0 et p = Ie © e = Ie © (si + S 2 )- Si, en tant qu’etats normaux de Aj, 
hj\ et ui 2 sont en somme directe alors 

d(<jJE © U}\,UE © W 2 ) = d p (u)E © U k ,0JE © v'k) 

ou tOk, ai' k sont les etats purs de K 2 et d p est la distance associe au triplet Te © T e , T e etant le 
triplet defini par application de la proposition precedente a Te 
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Preuve. Puisque A p = a p (A) = C°° ( M) ® AC 2 , 

(uje ® (jJi) o a p = cue® (u 1 o a e ) = u>e Qui¬ 
et (u>e Q U 2 ) o a p = loe Q u' k . Comme [D,p] = r_e <8> [7?/, e] = 0, le resultat est immediat. ■ 


Supposons maintenant que Te, donne par ([O]), decrive une variete riemannienne compacte a 
spin M de dimension quatre. On note 


x\ = co x ® 00 1 et y 2 = u y ® u >2 

deux etats semi-normaux de A. Comme Ae est abelienne, x\ et \j 2 sont purs selon la proposition 


preuve suivante est ecrite pour le cas complexe, son adaptation au cas reelle est immediate. 

Si uj\ et L 02 sont en somme directe et que la somrne de leur support commute avec l’operateur de 
Dirac interne, alors l’espace interne est orthogonal a la variete au sens du theoreme de Pythagore. 

Theoreme 3.7. Soient U\,U 2 E V{Ai)* deux etats purs normaux en somme directe, de supports 
s\, S 2 tels que [Dj,s± + S 2 ] = 0. Pour tons points x,y de M 

d{xi,y 2 ) 2 = d(®i,yi ) 2 + d{y l ,y 2 ) 2 . 


3.1. Si Ai est une algebre reelle, on prend Ae = C^(M) et Re^cur) comme etat pur externe. La 


Preuve. La preuve se divise en trois etapes. Tout d’abord la geometrie (A, H , D) est isometriquement 
projetee sur un modele a deux couches. Ensuite on montre que la distance coincide avec la distance 
geodesique d’une variete riemannienne compacte de dimension 4 + 1 et, enhn, qu’elle verihe le 
theoreme de Pythagore. 

1) Avec les notations du corollaire 3.6, en posant Xk = u x Q Uk et x’ k = u> y < 


1 co 


ki 


d{x 1 ,y 2 ) = d p (x k , y' k ). 


(3.12) 


Comme A p = C°° (M)<g>K 2 , la distance d p est celle d’un modele a deux couches. Dans la geometrie 
reduite (A P ,H P , D p ) un element generique de A v s’ecrit, d’apres ( 3. 10| ) , 

a = f l Quiim.i) © f QL 0 2 (mi) = f 0 g, 


ou mi E Aj et /*, / = g = f l 002 ( 014 ) E Ae- Conformement au lemme |1.24 on suppose 

que / ® g est positif, c’est a dire que f et g sont des fonctions reelles (reelles positives si A est vue 
comme algebre reelle). 

Selon ( 3.11 ), a est represente par /IeQ^-i © g^-E® L’operateur de Dirac D p = —ip® 1/ -7 5 ®D e , 
ou D e est donne par la proposition 3.4 , est tel que 

ipf ® Ii (g - f) 7 5 ® M \ 


[D p , a] — 


(/ - 9h 5 ® M* ip ® I 2 J 

Les etats purs x k et y k agissent selon 

Xk(a) = f(x), y k (a)=g(y). 

2) Montrons que d p coincide avec la distance geodesique d’une variete compacte 


(3.13) 


M' = [0,1] x M 
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munies des coordonnees x' T = (t,x^), de la metrique 


l<? T V)} = 


o 


0 g ,iv (x) 

et d’une structure de spin par l’ajout aux matrices gamma precedentes de 

7* = \\M\\ q 5 . 

D’apres la section 1 de ce chapitre, il suffit de montrer que d p coincide avec la distance non com¬ 
mutative L' du triplet 

A! = C°°(M '), H' = L 2 (M S), D' = -iYdr = -tfdt - ip 

(pour eviter toute confusion, precisons que la notation A! n’a aucun lien avec le commutant). 
Pour se faire, on note A" le sous-ensemble de A! + compose de toutes les fonctions du type 

4 >(t,x) = (1 - t)f(x) + tg(x) 

ou / et g sont des fonctions reelles sur M. Alors 

||P',0]|| 2 = sup ||(grad/)(f,x)|| = sup {g TK (t, x) <9 r 0(i, x) d K 0(t, x)} 

(t,x)£M f (t,x)£M f 

< sup I \(f - g)(x )\ 2 \\M \\ 2 + sup P(i,s) l, 


x£M 


te[o,i] 


ou 


P(t,x) = t 2 \\d(f - g)(x)\\- + 2tg^ v (x) d p {f - g){x) d u g{x) + \\dg{x )\\ 2 

est une parabole en t positive et de coefficient directeur positif, c’est a dire que P(t) atteint son 
maximum sur ses bords, en t = 0 ou 1. Remarquons que 

P( 0,x) = ||(grad g)(x )|| 2 , P(l,x) = ||(grad/)(x)|| 2 


et, par ( 3.13 ) 

I E ® I Qfc 0 


0 0 


[Dp, a] 


I e ® I afc 0 

0 7 5 <g> I, 


a k> 


ipf ® {g - f)^E < 8 > M 
0 0 


De meme 


d’ou 


sup [ || (grad/) (x) || 2 + \f(x) - g(x)\ 2 \\M\\ 2 } < || [D e , a] f . 

sup { |(grad< 7 )(x)|| 2 + \f(x) - g{x)\ 2 \\M\\ 2 ) < ||[D e ,a]|| 2 
xeM 1 > 


||[O'.0]||<ll[Oe.«]||. 

En consequence, puisque x k {a) — y' k {a) = 0(0, x) — 0(1 ,y), 

dp{x k ,y' k ) < sup {|0(O, x) - 0(1, y)\ / ||[D',0] < l||} < L' ((0,x), (l,y)) 
4>eA" 


(3.14) 


La demonstration de l’inegalite opposee requiert une connaissance plus appronfondie de la 
geometrie de M'. Comme {g TK (x')} est diagonale par blocs et ne depend pas de t, les coefficients 
de la connexion de Levi-Civita sont 

II,, = = - 2 g tt d ligu , r& = -\g^d v g tt . r^ = T^ t = r t tt = T% = 0 
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ou Ton pose gu = (g tt ) 1 = ||M|| 2 . On note dr l’element de longueur dans M'. Les equations des 
geodesiques s’ecrivent 


dr 2 


d 2 t n . _ .dt dx p 

dT >+e“(^“) dTiT -o. 

(3.15) 

1 mj m ,dtdt dx x dx p 

2^«) dTdT +n PdT dT =<> 

(3.16) 

i plus de x p , elles se reduisent a 


dt . .. 

— = constant = q A 
dr 

(3.17) 

d?x p dx x dx p 

dr 2 xp dr dr 

(3.18) 


ou K est une constante reelle. En d’autres termes, la projection sur M d’une geodesique Q' de M' 
est une geodesique Q de M, et la projection de Q' sur l’hyperplan de codimension 1 contenant Q et 
orthogonal a M est une ligne droite (c’est a dire une geodesique de l’hyperplan). 

Soit (x a (r)} une geodesique de M' parametrisee par son element de longueur dr. En utilisant 

(Km, 


_ dr 2 dx p dx u H 

1 = ^ = wiF +gK - 


(3.19) 


Soit ds l’element de longueur de M. En supposant que g u K 2 ^ 1 (ce point est discute plus bas), 

ds 2 


dr 2 = 


1 - g tt I< 2 ’ 
g tt Kds 


i dt , 

dt = —dr = __ 

dr y/\ - g ttR 2 


(3.20) 

(3.21) 


Pour tout point q de M, on note Q' q une geodesique minimale de M' entre les points (0, q) et (1 ,y), 
et Q q sa projection sur M. On definit la fonction /q G C(M), 


Mq ) = Vl - g u K 2 L(q) = y 7 1 - g tt K 2 [ ds, 

jQn 


ou L est definie en (3.5). En prenant ao = (,/'o, fjo ) £ C(M) <8> IK 2 avec go = fo ~ K, 

Xk(ao) - y'k(ao) = fo(x) - go(y) = fo{x) + K. 


(3.22) 


L’equation ( |3.21| ) indique que 


1 = / dt = 


9 K 


\/l - g ft K 2 Jg,. 


ds. 


Insere dans (3.22) sous la forme K 1, on obtient 
xi(a 0 ) - y 2 (ao) = \/l - g tt K 2 / ds + 


i tt K 2 


ds = 


v 7 ! - g tt K 2 Jg, \/i - g u K 2 Jg x 


ds. 


En utilisant ( 3.2C ), 


Xk(a 0 ) - y' k (a 0 ) = / dr = L' ((0, x), (1, y)) 


ig \i 


(3.23) 
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Par ailleurs ftfo = ftgo et dpfo = a/1 — g tt K 2 d IJ L, de sorte que ( |3.13| ) donne 
\\[D p ,a 0 }\\ 2 = snp {g^(q)dpfo{q)d v f 0 (q) + g tt K 2 } 

q&M 

sup {(1 - g tt K 2 ) ||(gradL)(g)|| 2 + g a K 2 } . 
qeM 1 J 


Par (L4) on trouve alors ||[D p ,ao]|| < 1. Comrne dans le cas d’une variete, on suppose qu’il existe 
une suite f n de fonctions lisses sur M convergeant vers /o telle que, avec une notation evidente, la 
suite a n verifie ||[.D p ,a n ]|| < 1 pour tout n. Avec 


), on obtient alors 
d P (x k ,y k ) > L'{{ 0,x), (1 ,y)). 


Associee a ( 3.14 ) et ( 3.12| ), 


d(xi,y 2 ) = L'((0,x), (l,y)). (3.24) 

Ce resultat est vrai aussi longtemps que g tt K 2 / 1. Si ce n’est pas le cas, alors 

(jnr M 

TM 3 U = —d, = 0 
dr 

car ( 3. 19|) indique que g(U, 17) = 0 et par definition g n’est pas degeneree. En clair, x^[t) est une 
constante. Une telle equation ne peut pas etre l’equation d’une geodesique Q' x a moins que x = y. 
Par consequent (|3.24|) est vrai tant que x ^ y. 

Lorsque x = y, ( |3.12|) donne d(yi,y 2 ) = d p (y k ,y' k ). En notant d e la distance associee au triplet 
T e seul, la proposition garantit que d p (y k ,y' k ) = d e (u k ,Lo' k ). Cette distance est calculee dans le 
corollaire 3.4 et vaut 


d(yi,V 2 ) = 


\\M\\ 


(3.25) 


La projection Q y de la geodesique Q' x = Q' y est, par (|3.1^ ), une geodesique entre y et y, c’est a dire 
un point. Q' est une ligne droite dans l’hyperplan. Des lors, dr 2 = gttdt 2 et 


L ' ((0,y), (i,2/)) = s/git [ dt = \/gtt ■ 

JQ'. 


\\M\\ 


Par consequent d(yi,y 2 ) = L' ((0, y), (1 ,y)) et (3.24) est vrai rnerne si x = y. 


3) La derniere etape consiste a montrer que (3.24) satisfait le theoreme de Pythagore. g lt etant 
constant, l’equation ( 3.20| ) signifie que dr et ds sont egaux a une constante pres. De cette maniere 
on peut parametriser une geodesique de M' par ds plutot que par dr et obtenir, grace aux equations 
des geodesiques, 

dt = g tt K'ds 

oil K' est une constante reelle. Alors 

dr 2 = gttdt 2 + ds 2 = ds 2 ( 1 + g tt K /2 ), 

d’ou 

L' ((0, x), (1, y)) = J\ + g*K' 2 [ ds = Jl + g«K> 2 L(x,y) 

= \JL{x, y ) 2 + g tt K' 2 L(x, y) 2 . 


(3.26) 
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D’une part le theoreme T 2 donne L(x,y) = d(xk,yk), d’autre part 

\ 2 / \ 2 


g tt K' 2 L(x, y) 2 = g tt I / g tt K'ds I = g tt I / dt I = g tt = 


(I, 


\\M\Y 


= d 2 (yi,y 2 ) 


par ( 3.25 ). Avec ( 3.24 ) et ( 3.26[) , ceci prouve que 

d{x 1 ,y 2 ) 2 = d{xi,yi) 2 + d 2 (yi,y 2 ). 


Avec ce theoreme, toutes les distances du rnodele a deux couches sont connues. Quand l’algebre 
interne est de dimension finie, tous les etats appartenant a des composantes differentes de la 


decomposition ( 2 d) de Ai sont en somrne directe, done susceptibles de relever de ce theoreme. 


Ill Exemples 

Appliquons ces resultats a des modeles d’espace temps ou l’algebre interne est l’une de celles 
decrites au chapitre precedent. 

III. 1 Espace fini commutatif 

Soit Aj = C", n 6 N, representee diagonalement sur Hi = C n . Le support du i eme etat de A 
est la matrice en de la base canonique de M n (C). Tous les etats sont en somme directe. Pour que 
[D, Si + Sj] =0, il faut et il suffit que 


D,i = Du = 0 et Dji = Dij = 0 pour tout l different de i et j. 


(3.27) 


Dans la representation graphique de la section II.|rV|, en se souvenant que la distance ne depend 
que des chemins reliant i a j (proposition |2.8|) , la condition ( 3.27|) signifie que le seul chemin entre 
les points i et j est precisement le lien i — j. 


Dans le cas plus simple, n = 2, le theoreme 3.7 muni le rnodele a deux couches d’une metrique 


cylindrique. Pour n = 3, (|3.27|) impose qu’un lien au moms soit coupe, mettons D 13 pour fixer les 
notations. L’espace non commutatif correspondant est un rnodele a trois couches. On designe les 
points par x % . Les couches 1 et 2 forment un rnodele a deux couches avec une metrique cylindrique 
de coefficient supplementaire g u = D 2 2 . De meme pour les couches 2 et 3 avec un coefficient D 2 ^. 


En revanche le theoreme |3.7| ne dit rien de la distance croisee entre x\ et 2 / 3 . On sait seulement, en 
vertu du theoreme 


et des resultats de la section II.IV.2, que 


d(xi,x 3 ) = 


D\ 2 + D% 


32 


D\ 2 D 32 


Le schema est similaire pour n = 4. L’espace non commutatif est un rnodele a quatre couches. 
Les trois paires i, i + 1 sont munies d’une metrique cylindrique et les autres distances croisees ne 
sont pas connues. L’espace regulier ne satisfait pas les conditions requises, aussi le prochain exemple 
sera non commutatif. 


III.2 Espace a deux points 


Les notations sont celles de la section II.Ill. Rappelons simplement que A = M n (C) © C est 
representee par une matrice diagonale par bloc sur 7i = C n+1 . L’operateur de Dirac est 


D = 


0 

* 

ei 


ei 

0 
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oil e\ designe le premier vecteur de la base canonique de C n . L’etat u; c de C est en somrne directe 
avec tous les etats purs de M n (C). La somme des supports 


s c © S£ 


0 \ 

0 1 J 


commute avec D si et seulement si s^ei = e\, c’est a dire s £ = s ei . En d’autres termes est le 

pole nord de la sphere S 2 qui, rappelons le, est l’unique point a distance finie de u c . 

Concernant la distance croisee entre deux etats de M n (C), on serait tente de relacher une des 


hypotheses du theoreme |3.7| et s’interesser a des etats sg, s^ qui ne sont pas en somme directe. Cette 
condition n’est en effet pas necessaire pour effectuer la projection du triplet spectral telle qu’elle 


est presentee dans la proposition |3.4[ Du moment que s$ et s £ sont orthogonaux, e = est 


un projecteur et on trouve que la distance est la meme que celle calculee avec le triplet T e . Grace 


au lemme fldj il apparait que A e = e*4.e est isomorphe a M n (C). 

Pour n = 2, deux etats purs orthogonaux sont a une distance infinie l’un de l’autre puisque 
d’altitude z%, zq differentes (sauf eventuellement deux etats purs sur l’equateur) : 


6Ci = —6C2 —> z£ = | 6 I 2 - I 6 I 2 = 


161 

ICil 


2 (IC2I 2 - ICil 2 ) - — 


Par l’inegalite triangulaire il est immediat que toute distance d(iu x ®LU£,u} y © uj^) est egalement 
infinie. Les cas n > 3 n’ont pas ete envisages dans le chapitre precedent car la determination du 
supremum n’est pas aisee. 







Chapitre 4 


Fluctuation de la metrique 


I Connexion et perturbation de la metrique 

Les theories de jauge, du type Yang-Mills, sont construites sur un fibre vectoriel oil les fibres 
sont le support d’une representation du groupe de jauge de l’interaction. De la merne maniere 
qu’a un espace compact X est associee l’algebre C(X) de ses fonctions continues, a tout fibre 
vectoriel E —> X est associe le module de ses sections continues T(E) defini en (1.28). C’est un 
module sur C(X) qui est fini et projectif (3^, Prop. 2.9]. La definition d’un module projectif fini 
est donnee dans la section I.II.4 (enonce de la condition de finitude); de toutes ses proprietes nous 
retiendrons celle-ci : tout module projectif fini sur C(X) est le module des sections continues d’un 
fibre vectoriel sur X. Ce theoreme, du a Serre et Swan, est le pendant pour les fibres vectoriels du 
theoreme de Gelfand. Comme pour le couple espace compact/C*-algebre commutative, on montre 
que la categorie des fibres vectoriels sur un espace compact X est equivalente a la categorie des 
modules projectifs sur C(X). Ainsi un module projectif fini sur l’algebre A d’un triplet spectral 
reel (A, H, D, T, J) est un bon candidat pour jouer le role de fibre vectoriel pour la geometrie en 
question, et servir de support a la formulation non commutative d’une theorie de jauge. 


1.1 Transformation de jauge 

Dans une theorie de jauge, le potentiel de jauge - le quadrivecteur potentiel pour l’electroma- 
gnetisme par exemple - est la forme locale d’une connexion, une transformation deiauge correspon- 
dant a un changement de connexion. En geometrie non commutative, la connexionfca est definie par 
analogie avec la formule ( |1.39| ). Au lieu d’une variete M, on se donne un triplet spectral (A,H,D). 
T°°(E) est remplace par un *4-module projectif fini £. La proposition |1 .17 suggere que les 1-formes 
de la geometrie (A,H,D) soient generees par des elements du type [D,a\. L’ensemble D 1 (M) des 
sections de T*M est un C(M)-module. On demande done que l’ensemble des 1-formes de la 
geometrie {A, D ) soit un A-module. Autrement dit 


= { a * [D, h ], a\ bi e A} . 


(4.1) 


Definition 4.1. Soit (A,7i,D) un triplet spectral. Une connexion sur un A-module projectif fini 
£ est une application A-lineaire V : £ e-> £ Ul l D satisfaisant la regie de Leibniz 

V(sa) = (Vs)a + s <8> [D, a] 


pour tout a G A, s G £. 
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Lorsque qu’un fibre vectoriel E —> X est muni d’un produit scalaire fibre a fibre, le module 
T(E) herite d’une structure hermitienne a valeur dans C(X) : 

(cri|fj 2 )(x) = {a 1 (x),a 2 (x)). 

Adaptee a un module (par convention a droite) sur une C*-algebre A quelconque, la structure 
hermitienne defini un C*-module. 

Definition 4.2. Un C*-module sur une C*-algebre A est un espace vectoriel £ qui est aussi un 
A-module (pas forcement projectif fini) muni d'un couplage £ x £ —> A tel que 


(r|s + 1) 
(r|sa) 
(r|s) 
(s|s) 


= (r\s) + (r\t), 

= (r|s)a, 

= {s\r)*, 

> 0 pour s A 0 


ou r, s,t E £ et a E A, tel que £ soit complet pour la norme 

INI = Vll( s l s )ll- 


Les modules plein de la definition |1 .15 de l’equivalence de Morita sont des (14-modules. 

Quand un 4-module projectif fini £ est aussi un C*-module - A est une C*-algebre - se pose la 
question de la compatibility de la connexion avec la structure hermitienne. L’equivalent non commu- 
tatif de la connexion de Levi-Civita est une connection hermitienne, ie. une connexion satisfaisant 
la version non commutative de (1.42|), a savoir 


(s| Vr) — (Vs|r) = [D, (s|r)]. (4.2) 

Precisons que si V s = s l <2> s l G £, w l G f l l D , alors 

(Vs|r) = Wi*(s l \r) et (r|Vs) = (r\s l )wi. 

La difference d’un signe — entre ( |1 .42 ) et ( fh^ ) provient de la definition da = [D,a], puisqu’alors 
d(a*) = —(da)*. Un theoreme fondamental de la geometrie riemannienne indique que pour toute 
variete (pseudo)-riemannienne, il existe une unique connexion compatible avec la metrique et de 
torsion nulle. Pour les C*-modules projectifs fini, on un theoreme du merne ordre, qui repose sur 
le fait que tout module projectif fini sur A est de la forme 


£ = eA 


N 


(4.3) 


oil A n designe le 4-module des vecteurs colonnes de dimension N a entree dans A, et e = e 2 € 
AIjv(A). Tout element s d’un 4-module projectif fini est un 4-vecteur colonne et, puisque 17)) est 
un 4-module, Vs £ £ <84 est un vecteur a entree dans 17^. On note £ G A N le vecteur de 
composante (j G 4 tel que s = e£, et d£ le vecteur de composante [D,^] G 77^. On montre alors 
que l’ensemble des connexions hermitiennes est un espace affine. 

Proposition 4.3. Soit £ ~ eA N un C* -module projectif fini. La structure hermitienne de £ est 
induite par la structure hermitienne canonique de A N . Sur ce module, toutes les connexions her¬ 
mitiennes sont donnees par 

V(e£) = d(etf) + eAe£ 

ou A G Mw(fljj) est une matrice hermitienne. 
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Toute endomorphisme inversible ade£ definit un endomorphisme de l’espace des connexions 


Vh(«® I)Va 1 


(4.4) 


On peut choisir de faire agir un endomorphisme de £ sur l’espace des connexions autrement, mais 
l’action (4.4) permet de caracteriser facilement un certain type d’endomorphisme qui preserve 
l’hermicite. Un endomorphisme yl-lineaire a de E possede un adjoint s’il existe un endomorphisme 
a* tel que 

(r|as) = (a*r|s) 


pour tout r,s £ E. On note End^(E') l’algebre des endomorphismes avec adjoint (c’est une C*- 
algebre pour la norme d’operateur [^, Th. 3.1]. Un tel endomorphisme est unitaire s’il preserve la 
structure hermitienne 

(ar\as) = ( r|s), 

c’est a dire si a*a = aa* = l£ (Pendomorphisme identite). Le groupe des endomorphismes unitaire 
est note U(£). On montre alorsia que si V est une connexion hermitienne sur £ et u £ Z7 (£), alors 
{u < 8 ) I) Vu* est une connexion hermitienne. D’ou la definition d’une transformation de jauge. 

Definition 4.4. L ’action de U{£) sur les connexions hermitiennes est appelee transformation de 
jauge. 


La matrice A de la proposition |4.3| est l’equivalent non commutatif du potentiel de jauge. 


1.2 Operateur de Dirac covariant 

Etant donnes une geometrie (A, R, D, J,T) et un ^l-module projectif fini £, on peut construire 
des connexions sur £. L’interpretation geometrique de ces connexions, c’est a dire leur influence sur 
la geometrie (A,Tt,D), passe par la construction d’un nouveau triplet spectral. 

Tout element s d’un *4-module projectif fini est un yl-vecteur colonne. On note s le yl-vecteur 
ligne correspondant. L’ensemble des s pour s E £ est un yl-module projectif a gauche, note £. oil 
Paction de A est 

as = sa*. 

Proposition 4.5. Soit (A, 7i,D,T) un triplet spectral reel de dimension n et V une connexion 
hermitienne sur un A-module projectif finie £. Soit 

A = EndA {£), 

H = £®aR®a£ 

et l ’operateur D agissant sur Ti par 

D(s <g> if <g) r) = (S7s)ip <8) r + s <g> Dip <8> r + s <S> ipVr. 

Alors (A,H,D,J,T) avec 

J(s <8> if <8> r) = r <8) Jif <g> s, 

f(s®-0®f) = s <8) r if <s> f 

est un triplet spectral reel de dimension n. 

L’action de V s = s l < 8 > sur H est defini en voyant voi connne un operateur sur Ti via la definition 

(Vs)V’ = s l <S> Wii/j. 


(4.1) de 
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De meme on definit i/fTs = ips 2 <S> vj * = Jwi J~ 1 ip < 8 > s l . 

Quand A A les deux geometries sont difficilement comparables puisqu’elles ne reposent pas 
sur le meme espace des etats. En revanche, si on choisit le A-module trivial £ = A = A, on obtient 
A = A,H = HetD = D + A + JAJ~\ 

Definition 4.6. L’operateur Da = D + A + JAJ~ X est appele operateur de Dirac covariant. 

L’emploi du terme covariant se justifie en remarquant que l’action d’un unitaire u E 14(A), par la 
modification de la connexion, induit une transformation de Da en 

D A ' = D + A' + ja'j- 1 , 

ou A’ = uAu* + u[D,u*]. Autrement dit sous une transformation de jauge, A se transforme selon 

A i—► uAu* + u[D, u*]. 

qui est bien la loi de transformation du potentiel vecteur en electromagnetisme 

A i—> uAvU 1 + udvT 1 . 

Comme a priori [Da, a] A [D, a] pour un a quelconque de A, le remplacement de D par Da, c’est 
a dire le passage d’une theorie a connexion nulle a une theorie covariante, induit une perturbation 
de la metrique appelee fluctuation interne de la metrique. Par analogie avec la connexion de Levi- 
Civita qui est nulle si et seulement si l’espace est plat, les fluctuations internes de la metrique 
rendent compte d’une courbure de Pespace non commutatif qui n’a pas d’equivalent commutatif 
puisqu’alors A est nul. 

Le reste de ce chapitre est consacre a Padaptation des resultats des chapitres precedents en 
presence d’une connexion non nulle. 

II Fluctuations de la metrique dans les produits de geometrie 

Soit (A, Tt, D) un triplet spectral reel. Pour alleger les notations, on note P 1 au lieu de U l D 
Pespace des 1-formes. 

Lemme 4.7. [a, JcoJ^ 1 } = 0, Vw E fi 1 , a E A. 

Preuve. [J~ 1 aJ , [D, &*]] = 0 (axiorne du premier ordre) et [a, Ja 1 J~ 1 ] = 0 (realite) garantissent que 

[a, JujJ- 1 } = [a, Ja^D^ilJ- 1 ] 

= aJcfJ-'JlD&lJ- 1 - Ja i [D, bi\J~ 1 a 

= Ja i [D, bi\J~ 1 a - JaflD, fej] J _1 a = 0 . ■ 

Comme consequence immediate, 


[D A , a] = [D + A, a}. 


(4.5) 



Te®Tj un produit de geometries tel que defini au chapitre II. Les 1-formes sont donnees 


ou Pg = Ae est l’ensenrble des 0-formes de Ae, les autres termes etant definis de maniere analogue. 
Quand Tg est le triplet spectral d’une variete, 


p E 3 f 3 [-ip,9j^E] = > 
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ou fi ,gj, ffj, = G C°° (M). Une 1-forme du triplet total est 

Ll 1 3 — « 7 m / A * < 8 > ai — 7 5 hi <g> rrij 

ou a* G Ai, hi G C°° (M), rrij G fl}. Un potentiel vecteur est donne par 

A = —i'y m <g> A^ - 7 5 < 8 > H (4.6) 


avec A^ = f l a* un champ de vecteur (sur M) a valeur dans les elements anti-adjoints de Aj et 
H = Wrrij un champs scalaire a valeur dans fl}. Pour une algebre de matrices (ou une somme 
directe d’algebres de matrices), les elements anti-adjoints forment L algebre de Lie du groupe des 
unitaires. Ce groupe de Lie represente le groupe de jauge de la theorie, done A M est un potentiel 


de jauge. Dans [ 141 une formule est donnee pour les fluctuations de la metrique dues a A^. Ici nous 
nous interessons aux fluctuations provenant uniquement du champ scalaire H, et on suppose que 


= 0. Alors (fOD devient 


[Da, a] = [D — 7 s ® H, a]. 


(4.7) 


Dorenavant on ecrit Da = D — 7 s H. Pour ne pas alourdir les notations, on designe toujours 
par d la distance associatee au triplet (A,H, Da)- Selon (^), une fluctuation scalaire substitue 


D h = D! + H 


a Dj. La difference essentielle est que maintenant l’operateur de Dirac Dh depend de x, de sorte 
que tout point de M definit un triplet spectral interne 


Tf = {A I ,'H I ,D H {x)). 


Cette interpretation de la fluctuation scalaire perrnet une adaption facile du theoreme 3.2. 


II. 1 Distance dans le continu et dans le discret 


Theoreme 3.2’. Soit L la distance geodesique dans M et d x la distance associee au triplet spectral 


Tf. Pour tout x,y G M (lu x 


Uy designent les etats purs associes) et r, r 7 G S(Aj), 


d{uj x t') 

d{u x ® T,0Jy® t) 


d x (r, r), 

L(x,y). 


Preuve. La preuve du theoreme 3.2 s’adapte facilement. Les notations sont identiques exceptees 
que te est un etat pur et s’ecrit uj x . oe est remplace par a x . Avec H = /i%, 


Oj, 


[D H (x),a x ] = 


Comme i[Dff(x),a x ] est normal, 


[Di + uj x (h j )rrij,uj x (f)mi\ 
u x {f-)[Di , mi ] + u x (h j )u x (f)[mj,mi\ 

(u x <S) I/) (/* <g> [Di,rrii\ + h j f <S> [rrij, m*]) 
(wx®I;) (/*® [D H ,mi]) . 


\\[D H (x),a x }\\ 


= sup [n ([D H (x),a x ])\ 

Ties 1 

= sup \(uj x <g> n) (f <s> [. D H ,rrii ]) | 

T ieS 1 

< sup |(TB<g)T/) (/*(8) [D H ,mi\)\ 

te®ti&Se®Si 

< \\f ®[D H ,mi\\\. 


(4.8) 
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L’equation (fb9| ) etant remplacee par ||/*< 8 > < || [Da, a] ||, on obtient 

\\[D H (x),a x }\\ < || [D a , a] || . 

La suite de la preuve est identique a celle du theoreme [b^. ■ 

A noter que dans (|4.8[) on utilise que lo x est un caractere (i.e. que c’est un etat pur et que Ae 
est commutative). Le theoreme L7 est modifie plus serieusement car la fluctuation introduit une 
dependance en x du coefficient supplementaire dans la metrique de Kaluza-Klein. 


II.2 Distance croisee 

Les notations sont celles du theoreme 


Theoreme 3A\ Soient deux etats purs normaux de Ai en somme directe tels que la somme 

de leurs supports commute avec Djj(x) en tout x. Alors 

d(x!,y 2 ) = L'((0,x), (l,y)) 

ou Li est la distance geodesique de la variete a spin M' = [0,1] x M munie de la metrique 

II M(x)\\ 2 0 

0 g^(x) 

dans laquelle gest la metrique de la variete initiate et M est la restriction a la representation de 
Ais\Ai de la projection de Dh sur la representation de Ajs 2 Aj. 


Preuve. Sauf mention contraire, les notations sont celles du theoreme 3.7. La premiere partie de la 
preuve est a peine modifiee. Soit (g> e TL. Grace a ([L7|) et a la definition ( |4~6|) de H , 

[Da, a]V ,r ® & = 7 5 Vv <S> [Di,p]£ r + < 8 > [mj,p\£ r € TL. 

Evaluee emG M, l’expression ci-dessus donne 

[D a, a\ili r {x) <8>£ r = l 5 i>r(x) <8> [Dj + H(x),p\£ r = 0 

par hypotheses, indiquant que [Da, a] est l’endomorphisme nul de TL si bien que par le lenime flT] , 

d(x k ,yk') = d e (xi,y 2 ). 


La difference avec le theoreme 3.7 est que D r depend de x. Plus precisement, M est une matrice 
dont les entrees sont des champs scalaires sur M. 

Desormais g tt (x ) = ||M(x )|| 2 depend de x rnais est constant par rapport a t. Les equations des 
geodesiques ( 3.15| , |3.1£f ) ne se reduisent pas a o mais a 

d dt d . dt d , dt . 

u~ystt-j-) = 

dr dr dr dr dr dr 

. dt dx M d 2 t 
= {d » 9tt) d^^ + 9tt d^ 


= 9tt (^9 U (diJ,gtt) 


dt dx 11 d 2 t 
dr dr dr 2 


= 0 


par ([1.15|) . Ainsi gttTjz = K est une constante. La seule difference avec la premiere equation (|3.17|) 
est que 


^ = K 9 tt ( x ) 


(4.9) 
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est maintenant fonction de x. On definit ao = (/o,5o) P ar 

fo(q) = [ V 1 ~ K 2 g tt ds , g 0 = f 0 - I\ . 


(4.10) 


ou Q' q est une geodesique minimale entre ( 0 , q) et le point fixe (1 ,y). Q q designe sa projection sur 
M (noter que Q q n’est pas une geodesique de M ). En supposant que 

K 2 g tt ( P ) + 1 


pour tout p G Q q , on ecrit dr = 


ds 


\/i 


et 


1 = / dt = 




>-j£ 


Kg 1 


g q y/1 - K 2 g tt 


zds . 


(4.11) 


(4.12) 


Si ([1.11 ) n’est pas verifiee, on note G l’ensemble des points p de Q q pour lesquels 1 — K 2 g u (p) = 0. 
G' designe l’ensemble des points correspondants dans Q' Pour tout p' G Q' q , 


donne 


dt 

dr 


dr = K 1 dr 


et au lieu de ( 4.12 ), 


1 = 


L 


Kg 1 


zds + 


[ K~ l dr. 

JG' 


lg q /G \J\ - K 2 g tt 

Insere dans xi(ao) — 112 ( 0 - 0 ) = fo(%) + K en tant que K x 1, cette expression garantit que 

K 2 g tt r 


xi(a 0 ) - 2 / 2 ( 00 ) = / V 1 - K 2 g tt ds + / 

** Gx J G 


\/\ — K 2 g tt ds + 


g x /G a / 1 - K 2 g tt (x ) 
ds 


ds “b 


dr 


+ 


g x /G a/1 - K 2 g tt (x ) Ic 

[ dr+ f dr = ll (( 0 , x), ( 1 , y)) . 

4c'/G' 


1G' 
dr 


La fonction /o est, par definition ( |4.1C| ), constante sur un hyperplan dans un voisinage de q. Dans 
un referentiel adequat -{x 1 ,^ 2 ,^ 3 } designant les coordonnees de l’hyperplan et x° la coordonnee 
supplementaire - on ecrit ds(q ) = \Jgoo(q)dx° et d^fo(q) = /JSo/o/i)- Ainsi 


d^fo(q) = ^V 1 ~ K2 g tt (q)Vgoo(q), 
g^(q)d^fo(q)dyfo(q) = g 00 (i - g tt K 2 ) goo = l - g tt K 2 , 

d’ou ||[D e ,ao]|| = 1 et le resultat. ■ 

Quelques precisions sur ce theoreme. Tout d’abord, puisque tous les coefficients de la metrique 
sont dependants en x, la distance geodesique ne peut en aucun cas satisfaire le theoreme de 
Pythagore. Ensuite, rappelons que par definition une metrique n’est pas degeneree et, implicite- 
ment, nous avons supposer que M(x) ne s’annule en aucun point. C’etait necessaire dans le theoreme 
3.7 afin que la distance reste finie. Ici la question est plus subtile dans la mesure ou M peut tres 
bien n’etre nul que pour certains points x. Soit ker (M) C M l’ensemble de ces points. Pour tout 
q G ker(M), d ((0, q), (1, q )) = +00 par la proposition 2’. De plus 

d((0,<?),(l,g)) < d((0,q),(0,x)) + d((0,x), (l,y)) + d ((1, y), (1, q)) 

< L(p,x) + d((0,x),(l,y)) + L(g,q), 
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done d((0,x), (1 ,y)) = +oo pour tout x, y E M, ce qui contredit le theoreme 4’ des que x = y 
ker(M). Une solution est de considerer que (t,q) avec q E ker(M) est un point isole a distance 
infinie de tout autre point et de definir M' comme [0,1] x M/ker(M). Si tout chemin entre x et 
y traverse ker(M), cette operation decoupe M' en morceaux disconnexes. Une meilleure solution 
consiste a prendre en cornpte la partie non scalaire de la fluctuation. Faute de temps, cet aspect 
n’est pas etudie dans cette these. On renvoie a [ 14 1 pour l’etude du champ de jauge vu comme 
metrique. 


Ill Exemples 

Dans cette derniere section, on etudie la metrique d’espace produit du discret par le continu 
dont la partie interne est l’une de celles decrites dans le chapitre II. On donne egalement un resultat 
concernant la distance dans le modele standard. 

III. 1 Espaces commutatifs - le modele a deux couches 

Avec les notations de la section 3.III.1, on verifie que [Dr, s* + Sj] = 0 des que [Dj, Si + Sj] = 0. 
Cette condition n’est pas necessaire et la fluctuation peut etre telle que le theoreme [TtI’ s’applique 
alors que le theoreme 3.7 ne s’appliquait pas dans la theorie de jauge nulle. Bien entendu le cas 


le plus simple, k = 2, muni le modele a deux couches d’une metrique cylindrique ou le coefficient 
supplementaire de la metrique est une fonction de la variete. 


et p] pour le calcul detaille de la masse 


III.2 Le modele standard. 

Le triplet spectral du modele standard (cf. 
du boson de Higgs) est le produit du triplet spectral reel ( 1.62 ), note ici Tg, par une geometrie 
interne ou l’algebre reelle 

Ai = M©C©M 3 (C) 


est representee sur 


Hj = c 90 = a 1 ' ® n A = ni © 

La base de R 1 / = C 24 est donnee par les fermions gauches 






R 


Ve 

e 




fJj T 

T 


et la base de Ttg = C 21 est formee des fermions droits ur, d r , cr, sr, tg, et eg, hr, tr (le 
modele a ete construit du temps ou les neutrinos n’avaient pas de masse). L’indice de couleur 
des quarks est ornis. Hr et Hy correspondent aux antiparticules. (a E H, b E C,c E Ms(C)) est 
represente par 


7 Tj(a,b,c) = 7 T P (a,b) ©7 x A {b,c) = 7r£(a) 0 7rg(6) ©7rf(b, c) 0 7rg(6, c) 


ou, en ecrivant B = 


b 

0 


^ E H et le nombre de generations de fermions, 


n L ( a ) = a ® liv <8> I3 0 a 0 In , 
7 rf (6, c) = I 2 0 Ijv 0 c 0 M 2 <8 > Ijv , 


k r (b) = ® Ijv ® I 3 0 b 0 Ijv , 

7 rg(6, c) i I 2 ® Ijv ® c 0 6 I„ . 


On definit une structure reelle 

■L 


0 I 15 JV 

Il5JV 0 


o C 
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Dp 0 
0 Dp 


et un operateur de Dirac interne 

Dj = 

dont les entrees sont les matrices 15 N x 15JV 

Dp = 

ou M est la matrice 8 N x 7 N 

M = 


Dp 0 
0 0 


0 M 
M* 0 


+ Ji 


Dp 0 \ t-i 

0 o 


(en <8> M u + e 22 <8> M d ) (g> I 3 0 

0 e 2 <g> M e 


(4.13) 


Ici, {eij} et {ej} designent les bases canoniques de M 2 (C) et C 2 respectivement. M u , Md, M e sont 
les matrices de masse 


m v 0 0 


md 0 0 


M u = \ 0 m c 0 , M d = Ckm I 0 rn s 0 


0 0 mt 


0 0 mb 


m e 0 0 

1 

0 0 m T 


M P = | 0 0 


dont les coefficients sont les masses des fermions elementaires, eventuellement ponderees par la 
matrice unitaire de Cabibbo-Kobayashi-Maskawa. La chiralite, dernier element du triplet spectral 
reel, est 

T/ = (—Isiv) © hN © (—^8n) © hN ■ 

La presence de la representation conjuguee b dans ttj oblige a voir C comme une algebre reelle. 
Par consequent, l’etat pur ui c de C n’est plus l’identite mais la partie reelle. L’etat pur Uh de H est 
decrit dans le chapitre I. Concernant on remarquera simplement qu’etant lineaires, deux 

etats purs ayant meme noyau sont proportionnels; comme ils coincide sur l’identite, ils sont alors 
egaux. L’algebre interne etant reelle, par produit tensoriel l’algebre externe doit etre vue comme 
l’algebre reelle C^r(M) et un etat pur externe est Re^^). 

La geometrie non commutative donne une interpretation du champ de Higgs comme 1-forme de 
la geometrie interne. Par fluctuation scalaire, les 1-formes sont etroitement liees a la metrique et le 
champ de Higgs s’interprete en effet comme coefficient d’une metrique. 

Le calcul suivant est mene en jauge nulle A M = 0. 

Proposition 4.8. La partie finie de la geometrie du modele standard avec fluctuation interne 
scalaire de la metrique en jauge nulle est un modele a deux couches indexees par les etats de C 
et H. Chacune des couches est une copie de la variete riemannienne a spin initiate, munie de sa 
metrique. La composante supplemental de la metrique, correspondant a la dimension discrete, est 

g tt (x ) = (|1 + hflx)\ 2 + \h 2 (x)\ 2 ) m 2 


ou 


h'2 


est le doublet de Higgs et mt la masse du quark top. 

Dp 0 


Preuve. nj signihe nj(a,b,c) et A = 


0 0 


Puisque A est une 1-forme 
A + H. Par un calcul explicite 


afin que Dj = A + JAJ 1 . 
le lemme 4/7 donne [J/AJ^ 1 ,^/] = 0 et on peut prendre Dp = 


/ 0 7T l{h)M 0 0 \ 

M*nl(h*) 0 0 0 

0 0 0 0 

\ o o oo/ 


H = 
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oil h est un champ scalaire a valeur quaternionique. Alors 

/ 0 4>M 0 

M*<&* 0 0 

Dh= 0 0 0 

\ o oo 

ou 

<L = (h + I H ) © I4N = ( 1 ^ 1 1 ^ ® 14TV, 

avec hi, b 2 deux champs scalaires complexes. 

Par ( |1.69| ), les distances dans le modele standard sont identiques a celles du triplet (As, H, D), 
ou A s = C°° (M) s © Ai s est la sous-algebre des elements auto-adjoints de A, avec 


0 \ 
0 
0 
0 


(4.14) 


Aj s — C s © H s ® M 3 (C) s — M © M © 1V/ 3 ((C) S . 


La representation tt s de ce triplet est la restriction de ir a A s . Pour les quaternions, ir s substitue 


6 0 
0 6 


6 p\ 

-p e)‘ 


En d’autres terrnes, a chaque representation de HI correspond la somme directe de la representation 
fondamentale de M = HI S avec elle-meme. Dans ce cas, Uh vu comrne etat pur de est bien 
l’identite. La projection associee Sh HI S est simplement le nornbre 1 qui satisfait naturellement 
(1 .21| ). II en va de merne pour uj c vu comrne etat pur de R = C s (on note s c = 1 le projecteur 
associe). On obtient alors que 


©s(Sc© S h ) 


/ Il5JV 

0 

V 


( Ogjv 

V 


0 



\ 

\ 

/ / 


commute avec Djj dehni en ( [4.14|) . Le theoreme |3/?]’ s’applique pour les etats de A dont la partie 
interne est oj c ou u>h- Puisque 


TTs(shHl) = Hl et 7T g(s c Hl) =Ur® Ttfep , 


oil Tifep = C 3N est le sous-ensemble de Ti A genere par les anti-leptons, le coefficient de metrique 
supplementaire est 


g tt (x) = \Mx)M\\ 2 . 


Comrne attendu, 4>M est une matrice 2a m x 

representation de H s dans 7r£, et a c = 3 N, a c = 
la forme explicite (4.13), 


+ a c j , oil = 41V est la degenerescence de la 
41V sont definis de maniere similaire. En utilisant 


||4>(x)M|| 2 = max | \\($(x) © I 3 )(en © M u + e 22 © M d )|| 2 , || (4>(x) © I 3 )(e 2 © M e )|| 2 | 

= (|1 + hi(x)| 2 + |h 2 (x)| 2 ) max{m t 2 ,m T 2 } 

= (\1 + hi(x)\ 2 + \h 2 (x)\ 2 ) m t 2 . 
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Les autres distances mettent en oeuvre les etats purs de Ms(C) et sont infinies. En effet, 



ne met aucune contrainte sur c, si bien que pour lo' G S (M?,( C)) et lo E 5 (Al/), 

di(uj\uj)> sup |u/(c) — cj(c) |. 
c£M 3 (C) 

Pour lo = lo c , c = AI3 avec A —> 00 garantit que la distance d/(u/,u; c ) est infinie. Alors 

d/(w 2 ,a;o) = d{x2,x 0 ) < d(x 2 } y 0 ) + d(y 0 ,x 0 ) < d(x 2 ,y 0 ) + L(x,y) 

par le theoreme [o. 2 [ . et d(x',y c ) = +00. La preuve est rigoureusement la lueme pour to = loh- Pour 
lo £ 5(M3(C)), il suffit de se rappeler qu’il existe d G ker(uo') tel que c' ^ ker(u ), ce qui rend 
dj(uj 2 ,Lo) infinie. ■ 
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Conclusion 


Calculer explicitement les distances par la formule ( 1.69 ) permet d’avoir une image ’’intuitive” 
des espaces non commutatifs. Dans cette these, ces calculs ont pu etre menes a terme parce que la 
geometrie presentait des proprietes particulieres : deux des coefficients de l’operateur de Dirac nuls 
pour l’espace a quatre points, etats en somme directe dont la somme des supports commute avec D 
pour les produits de geometrie. Un premier axe de recherche est de s’affranchir de ces contraintes 
qui sont purement techniques et n’ont pas de justification physique. 

Dans le cas commutatif fini, une piste est d’ajouter une condition sur le triplet spectral. En 
exigeant que les distances entre n points satisfassent, outre l’inegalite triangulaire, les nremes pro¬ 
prietes que les distances entre n points d’un espace euclidien de dimension donnee, on peut esperer 
caracteriser des operateurs de Dirac pour lesquels les calculs soient possibles. . 

Concernant les produits de geometrie, il est probable que le rnodele a deux couches muni d’une 
metrique cylindrique n’est plus significatif des lors que les etats ne sont plus en somme directe 
et/ou que la somme de leurs supports ne commutent pas avec D. On pouvait esperer que le fibre 
en sphere construit par projection de l’algebre interne sur Mz(C) (quand les etats ne sont pas en 
somme directe rnais seulement orthogonaux) etait une bonne piste. Malheureusement, comme dis¬ 
cute a la fin du chapitre III, de tels etats sont a distance infinie (sauf peut-etre ceux sur l’equateur, 
i.e. d’altitude z = 0 dans la fibration de Hopf). Pour deux etats non orthogonaux, la somme des 
supports n’est pas un projecteur et on ne peut plus simplifier le calcul en projetant l’algebre interne 
sur une algebre de dimension inferieure. L’exemple du cas a quatre point laisse augurer qu’un calcul 
direct sera vite impraticable. Plutot que de resoudre des cas acadenriques, il semble done preferable 
d’entreprendre des calculs au cas par cas, pour les modeles dictes par la physique. 


Une autre question ouverte est la definition non commutative d’une geodesique. En particulier 
dans l’espace fini commutatif, doit-on considerer que tout etat appartenant a un chernin (i.j) est 
element d’une ’’geodesique” entre i et j (car si on coupe tous les hens attaches a cet etat, la distance 
entre i et j augmente) ou faut-il raffiner cette definition en trouvant un equivalent de la propriete 
elenrentaire verifiee pour la droite reelle : la geodesique est l’ensemble des points ou la derivee de 
la fonction realisant le supremum dans la formule de la distance est partout egale a 1 ? 


Plus urgent, car en relation avec la physique, est de prendre en compte la partie non scalaire de 
la fluctuation. Une formule existaiil pour une connexion de jauge A^ non nulle rnais en l’absence de 
fluctuation scalaire. Le resultat, via l’holonomie de la connexion, permet de caracteriser la finitude 
de la distance. Il est done d’une grande importance physique puisqu’il peut rendre finie la metrique 
du secteur interaction forte du rnodele standard. Ecrire la preuve de ce resultat est une priorite, 
en l’associant ensuite aux resultats presentes dans cette these afin d’obtenir une formule pour une 
fluctuation complete comprenant a la fois une partie scalaire et une partie de jauge. Ce resulat 
trouverait une application directe dans le tore non commutatif dont les fluctuations internes de la 
metrique, contrairement au cas commutatif ou A + JAJ~ 1 est nul, sont hautement non triviales. 

Alors seulement on pourra esperer interpreter physiquement les distances non conmrutatives du 
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modele standard et proposer des tests experimentaux. Deceler une structure discrete a l’echelle de 
Planck n’est peut-etre pas hors de porte de P experience, comme le suggerent les travaux sur les jets 
de rayons gammacl selon lesquels une structure discrete de la geometrie peut se reveler par addition 
d’effets minuscules sur une longue trajectoire. 

Deux points enfin restent en suspend. Tout d’abord l’impossibilite pour l’instant de traiter des 
metriques pseudo-riemanniennes (cf |l7| pour des propositions sur cette question) qui rend delicate 
Interpretation physique mentionnee ci-dessus, et les zeros du doublet de Higgs avec le lien qu’ils 
etablissent entre la degenerescence de la metrique au sens non commutatif et des problemes subtils 
de theorie des champs tels que le probleme de Gribova. 


Annexe 


Coefficients de V e ff(x,y) pour le cas general a quatre points 


V 4 (x) = 
V 3 (x) = 
V 2 (x) = 

Vi(x) = 
+ 

Vo(x) = 


4(d 3 d 4 - d 2 d 5 ) 2 (d 4 2 dl + d 2 {d 4 2 + fig)) 
d\d\d\dldl 

8x(d 2 d 5 - d 3 d 4 )(d 3 d 4 d 3 d§(d\ + d\) + d\(d 2 d 3 d 4 {d 2 + df) - d\d$d\ - d\d 3 (d\ + 2d§))) 

0?i 0?2 cZ§ 0?4 0?§ ’ 

A 

d 2 d 2 d 2 d 4 d 2 d 2 [ d l( d l d l d l + d l( d 3 d 4 - d 2 d 5 ) 2 + dl{d\d\ + (dj + d 2 4 )d 2 6 )) 

1 2 3 4 5 6 

—2did 4 d§(d 2 d 4 d§(d\ — 2 d\) + d 3 d\d\ + d\d 3 (d\ + 3d|)) 

+d^(d\(d 3 d 4 — d 2 d§) + d 2 {d 4 {d 3 + d 4 + tig) — 6d 2 d 3 d 4 d 3 + d^d^ + 6dg)))] 

4(d 2 (ti|(ti 4 + d l + o?g) + <i§+ 2c?g)) - 2d 2 d 3 d 4 d 5 dl + d\{d\d\ + d\(d\ + 2 d|))) 

d 2 2 djdld 2 6 dl 

8x 3 (d\d e - d 3 d 4 ){did 2 d 3 d 4 {d\ + fig) - (d\d 2 d\ - d 3 d 4 {d\ + d|)d 5 + d 2 (2c?f + d 2 )d|)dg) 

<if cZ 2 o?3 c?4 cZ§ 

8x(d 3 d 4 d 5 d 6 (d 3 d 4 - d 2 d 5 ) + di(d 2 d\{d\ + d§) + <i§(rf 2 (<^i + 2d§) ~ d 3 d 4 d 5 ))) 

d 4 d 2 d\<f 4 d\d\ 

, t j—2 , j—2 , , ^ , 4x 4 (d|(i| + df(ti 4 + e^))(d 3 d 4 - tWe) 2 
4(d 3 +<i„ +* ) +- rffdpJ« - 

4x 2 (d|(2fi§(i;? + ^(d 2 + d 2 )) - 2did 3 d 4 d 2 dg + d 2 (dg(d 2 + 2d 2 ) + d 2 (d 2 + d 2 + d|))) 

C?§ C?4 C?§ 


Calcul de d(l,2) lorsque A = A = oo 


yi = sign(d 4 dg - d 3 d 4 )d 61 


U 2 + d 2 


di|d 3 — d 4 1 4= |d 4 (d 4 + o?e)I 
(d 3 — d 4 ) 2 + (til + de) 2 
d\\d 3 + d 4 | ± |d 4 (d 4 - cie)I 
(d 3 + c^4) 2 + (tii — dd) 2 


zi = d 3 - 


z 2 = ±- 


2:3 = ±- 


(d 4 d 3 + d 4 dg) j d\ + fi| 
/(d 3 d 4 - (iifig) 2 V ti| + d 2 ’ 
d 3 (d 4 + dg) _ 

/(ti 3 — d 4 ) 2 + (di + dg) 2 
d 3 (tii — de) _ 


Le choix des signes est dicte par le signe de l’expression dans la valeur absolue. 
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Calcul de d(l, 3 ) quand ^ = ^ = 00 


xq — d\d.Q\ 


dn + dl 


dide — d 3 d 4 0 y/d| + d% ’ 

djd^d{ + dll 

c?3 CZ4 — d\dfj 

d\ (d$ + d 4 ) 


4 


d? 


Xl = 


^2 = 


22 = 


21 = 


\/di + di ’ 

sign(o?id 3 + d 4 d 6 ) -, 

Y (d 3 + C?4)^ + (di — 

d 3 {d 3 ^j{d\d 3 + d 4 de ) 2 ± de{d 3 (d 3 + d 4 ) — d 4 de + d^ 2 )) 
\J (d 3 + d 4 ) 2 + (di — d§) 2 (d 3 2 + ^6 2 ) 

x 3 = sign(did 3 + dido)—- = ^ 

Y (d 3 — ^ 4 )^ + {d\ + d$)~ 

d 3 {d 4 J (did 3 + d 4 d §) 2 ± ds(d 4 (d 4 — d 3 ) + g?i(c?i + de))) 

2:3 = - / -' 

(d 3 d 4 - did e )^(d 3 - d 4 ) 2 + {d 4 + d 6 ) 2 

Le choix des signes est dicte par le signe de 1’expression dans la valeur absolue. 
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Resume : Cette these etudie l’aspect metrique de la geometrie non commutative a travers la 
formulation de Connes de la distance entre etats d’une algebre. 

La definition d’un espace non commutatif est l’objet du premier chapitre. Des proprietes 
generates de la formule de la distance sont mises en evidence ainsi que d’importantes simplifications 
quand L algebre est de von Neumann. 

Dans le deuxieme chapitre, les distances sont calculees pour des algebres de dimension finie. Les 
cas C n et M n (C) sont envisages. 

Dans la troisieme chapitre, on etudie la distance pour des geometries obtenues par produit de 
l’espace -temps riemannien avec une geometrie discrete. Des conditions sont etablies garantissant 
que l’espace discret soit orthogonal, au sens du theoreme de Pythagore, a l’espace continu. On 
obtient ainsi une description complete de la metrique pour un exemple de base de la geometrie non 
commutative, le rnodele a deux couches. On montre egalement en toute generality que la metrique 
d’une geometrie n’est pas perturbee quand on realise son produit avec une autre geometrie. 

Le dernier chapitre etudie revolution de la metrique lorsque la geometrie est perturbee par des 
champs de jauges. En se limitant a la partie scalaire de ces champs, on calcule les distances dans la 
geometrie du rnodele standard. II apparait que le champ de Higgs est le coefficient d’une metrique 
riemannienne dans un espace de dimension 4 (continues) + 1 (discrete). 

Summary : The aim of this thesis is the metric aspect of noncommutative geometry as defined 
by Connes. 

The first chapter exposes the definition of a noncommutative space as well as general properties 
of the distance formula between states of an algebra. Simplifications occur when dealing with von 
Neumann algebras. 

Some distances for finite dimensional algebras are explicitly computed in the second chapter, 
including C n and M n ( C). 

Third part studies the distance for product of geometries. Conditions are found making the 
internal discrete space orthogonal to the continuous riemannian spacetime. This gives a complete 
description of the metric of a basic noncommutative example : the two sheet model. 

In the last chapter, one studies the fluctuations of the metric when the geometry is gauged. 
Limiting ourselves to the scalar part of the gauge field, one compute the distances in the geometry 
of the standard model and find that the Higgs held is the component of a metric in a fifth discrete 
dimension. 


Mots cles : geometrie non commutative, etats, distance, theorie de jauge, champ de Higgs. 
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